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INTRODUCCIÓN 


El tratado Sobre las líneas espirales es uno de los que con- 
servan el dialecto dórico materno de su autor, y este hecho ha 
sido a veces interpretado como indicio de que la obra obtuvo 
menos difusión en la Antigüedad tardía y en los primeros siglos 
del Imperio Bizantino. En efecto, Eutocio no llegó a conocerlo, 
pues cuando afirma que Arquímedes había descubierto «una 
recta igual a la circunferencia dada de un círculo»! aduce como 
fuente la Vida de Arquímedes escrita por Heraclidas y perdida 
para nosotros. Tal vez fue precisamente esa menor difusión la 
que permitió que el tratado conservara su forma lingüística ori- 
ginal, al revés de lo que les ocurrió a los tratados de mayor 
éxito —Sobre la esfera y el cilindro y la Medida del círculo, 
principalmente— que fueron vertidos al dialecto común (koinè 
diálektos) generalizado como lengua literaria desde época ale- 
jandrina. 

El tratado va precedido de una carta, dirigida al estudioso 
alejandrino Dosíteo, que es un testimonio de suma importancia 
para la datación de las obras de Arquímedes: de acuerdo con los 
datos que nos proporciona, antes de enviar a Dosíteo este traba- 
jo ya le había mandado los enunciados y soluciones de la medi- 
da de la superficie y el volumen de la esfera —es decir, ya había 
compuesto el libro Sobre la esfera y el cilindro— y también le 


| HEIBERG, ed. cit., 111 228, 20-26. 
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había enviado sus hipótesis sobre el volumen del segmento del 
paraboloide y de la proporción gue guardan dos segmentos cor- 
tados del mismo paraboloide, si bien de esto último aún no le 
había remitido las demostraciones. 

Pero el escrito que le remite ahora contiene «un género dis- 
tinto de problemas, que nada tienen en común con los que aca- 
bo de mencionar» —dice—,; se ocupa de la definición y pro- 
piedades de la curva que hoy recibe el nombre de «espiral de 
Arquímedes», con el objetivo, como solía ser en los trabajos 
geométricos griegos, de obtener su cuadratura. Y es que la espi- 
ral de Arquímedes es una curva de su invención, de generación 
mecánica, producida por un punto que se desplaza a velocidad 
uniforme («que se desplaza uniformemente», dice Arquíme- 
des) por una semirrecta, uno de cuyos extremos permanece fijo 
mientras la semirrecta se desplaza, también a velocidad unifor- 
me, en sentido circular?, 

Los principales resultados obtenidos, que Arquímedes, 
como suele, anticipa en la carta, son los siguientes: 


—-EI área comprendida por la espiral y la semirrecta tras 
recorrer el primer giro completo es la tercera parte del círculo 
descrito con centro en el origen de la espiral y teniendo por ra- 
dio el segmento recorrido por el punto en ese primer giro”. 

-—La longitud del segmento perpendicular a la semirrecta 
principio del giro, prolongado hasta que corte a la tangente de 


2 Para situar un poco mejor esta curva, recordemos que Papo (Collectio 
Mathematica IV 270-272) distingue tres clases de problemas geométricos: los 
problemas «planos» (epípeda), que pueden resolverse mediante rectas y círculos, 
los «sólidos» (stereá), que requieren para su solución el uso de superficies de 
figuras sólidas, especialmente el cono, y los «lineales» (grammiká), en los que 
se asumen para la construcción otras líneas curvas cuyo origen es más compli- 
cado y menos natural, dado que se generan a partir de superficies más irregu- 
lares y movimientos más complicados. Entre las curvas de la clase lineal inclu- 
ye Papo la espiral junto con la cuadratriz, la concoide y la cisoide. 

3 Prop. 24, 
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la espiral en el punto último del primer giro es igual a la circun- 
ferencia del círculo descrito con centro en el origen de la espiral 
y teniendo por radio el segmento recorrido en ese primer giro 
por el punto que se va desplazando*. 

—El área añadida en el tercer giro de la espiral es el doble 
del área comprendida por la espiral en el segundo giro; el de la 
cuarta, el triple, y así, sucesivamente, el área añadida en un giro 
n de la espiral es el múltiplo n-1 del área añadida en el segundo 
giro. Y el área comprendida en el primer giro es la sexta parte 
del área añadida en el segundo giro. 

—-Si se toman segmentos consecutivos de la espiral descrita 
en su primer giro (s, S,) y se trazan dos círculos (c, C,) con 
centro en el origen de la espiral y radio las rectas que delimitan 
los segmentos (7, R,), las áreas resultantes de restar a los secto- 
res circulares las correspondientes áreas de los segmentos de 
espiral (a, A,) cumplen que 

A, <a, | (r,+ [2/3 (R,—r,)1) : (r, + 11/3 (R, — r,JJ. 


Las demostraciones de esos enunciados van precedidas, si- 
guiendo, de nuevo, la costumbre de Arquímedes, de once pro- 
posiciones de carácter auxiliar. Las dos primeras son teoremas 
relativos a la recta por la que se desplaza un punto de manera 
uniforme: en la primera demuestra la proporcionalidad existen- 
te entre los segmentos recorridos por el punto que se desplaza y 
los tiempos empleados en recorrerlos; la segunda, que si dos 
puntos van recorriendo una línea cada uno con movimiento uni- 
forme, y en cada línea se toman dos segmentos, si los primeros 
segmentos son recorridos en el mismo tiempo que los segun- 
dos, los segmentos tomados guardarán la misma razón. Las 
proposiciones 3 a 9 tienen carácter de problemas —es decir, 
demuestran la posibilidad de llevar a cabo determinadas cons- 


* Prop. 18. 
5 Prop. 27. 
$ Prop. 28. 
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trucciones— y versan sobre los segmentos cortados por los 
círculos y sus tangentes en otros segmentos dados, y tienen en 
común estar resueltos mediante construcciones de neúsis?. Cie- 
rran la primera parte del tratado dos teoremas (props. 10 y 11) 
sobre las progresiones por diferencia. 

La segunda parte del tratado se abre con siete definiciones 
relativas a la generación y las partes de la espiral, y les siguen 
diecisiete proposiciones más en las que estudia las propiedades 
de las tangentes a la espiral y mide la longitud de los giros de la 
espiral comparándolos con los círculos que los comprenden 
(props. 12-20) y, por último, mide el área de la curva en sus gi- 
ros sucesivos y el área del segmento de espiral (props. 21-28). 

Este tratado es el primer estudio a fondo sobre tangentes a 
una curva diferente del círculo: en todos los textos griegos co- 
nocidos, una curva plana es el límite o parte del límite entre dos 
regiones del plano, una de las cuales —la figura propiamente 
dicha— sólo puede contener segmentos de rectas, y no rectas ili- 
mitadas. Una tangente a una curva es, por tanto, una recta ilimi- 
tada siempre exterior a la figura. Esa concepción exige que se 
establezca la existencia de la tangente y su unicidad. Esta se- 
gunda parte consiste en demostrar que toda otra recta que pase 
por el punto de contacto penetra en la figura. Así actúan Eucli- 
des, Apolonio y Arquímedes, los tres matemáticos que se ocu- 
paron de estas cuestiones —para los casos, respectivamente, 
del círculo, las cónicas y la espiral. 

Arquímedes no desvela el análisis que le permitió encontrar 
la tangente a su espiral, pero la elegancia de las síntesis de sus 
razonamientos en esta obra ha alcanzado los elogios generali- 
zados de los comentaristas. 


7 Vid. vol. I, INTRODUCCIÓN, págs. 41-42 y la bibliografía mencionada 
allí. 


Arquímedes a Dosíteo, ¡salud! 

De los teoremas que envié a Conón, respecto a los cuales me 
encargas constantemente que te escriba las demostraciones, la 
mayoría las tienes escritas en lo que te llevó Heraclidas y algu- 
nas otras te las escribo y envío en este libro. 

No te extrañes si dejo pasar mucho tiempo antes de publicar las 
demostraciones. Ocurre que esto ha tenido lugar porque yo quería 
primero entregarlas a los que se dedican a las matemáticas y pre- 
fieren hacer la investigación. ¡Cuántos de los teoremas geométri- 
cos que al principio parecen de difícil acceso reciben con el tiem- 
po su resolución! Conón concluyó su vida sin haber tenido tiempo 
bastante para esta investigación. De otro modo, tras resolver to- 
das estas cuestiones y haber propuesto muchas otras, las habría 
puesto en claro y habría hecho avanzar muchísimo la geometría, 
Sé que tenía una inteligencia poco corriente para las matemáticas 
y una excelente afición al estudio. Pero habiendo transcurrido 
muchos años tras la muerte de Conón, no tengo noticia de que 
nadie haya logrado ningún avance en ninguno de los problemas. 

Yo, por mi parte, quiero proponerlos uno por uno, porque 
resulta que añadí a la lista dos problemas de los que yo aún no 
había determinado completamente la solución, para que los que 
andan diciendo que lo descubren todo pero no dan a conocer 
ninguna demostración queden refutados por haber admitido 
que habían descubierto imposibles. 
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Intentaré aclarar cuáles son estos problemas y de cuáles tienes 
enviadas las demostraciones y de cuáles te las envío en este libro. 

EI primero de los problemas era: dada una esfera, hallar un 
área plana igual a la superficie de la esfera, que es lo primero 
que quedó aclarado al publicar el libro sobre la esfera; pues una 
vez demostrado que la superficie de toda esfera es el cuádruple 
del círculo máximo de los de la esfera!, es evidente que es posi- 
ble hallar un área plana igual a la superficie de la esfera. 

El segundo: dado un cono o un cilindro, hallar una esfera 
igual al cono o al cilindro?, 

El tercero: cortar una esfera dada mediante un plano de ma- 
nera que sus segmentos guarden entre sí la razón indicada?. 

El cuarto: cortar una esfera dada mediante un plano de ma- 
nera que los segmentos de su superficie guarden entre sí la ra- 
zón que se indique*, 

El quinto: hacer que un segmento de esfera dado? sea seme- 
jante a un segmento de esfera dado. 

El sexto: dados dos segmentos de la misma esfera o de otra, 
hallar un segmento que sea él mismo semejante a uno de los 


' En el tratado Sobre la esfera y el cilindro las demostraciones relativas a la 
medida de la superficie y el volumen y de la esfera aparecen en ese orden (res- 
pectivamente Sobre la esfera y el cilindro 1 33 y 134). Pero las intuiciones que 
le condujeron a las demostraciones habían seguido el camino inverso, como 
testimonia el propio Arquímedes en Método 2: «Una vez visto esto, que toda 
esfera es el cuádruple del cono que tiene por base su círculo máximo y la altura 
igual al radio de la esfera, se me ocurrió que la superficie de toda esfera es el 
cuádruple del círculo máximo de los de la esfera. Y es que mi suposición había 
sido que, puesto que todo círculo es igual a un triángulo que tiene por base la 
circunferencia del círculo y la altura igual al radio del círculo, también toda 
esfera es igual al cono que tiene por base la superficie de la esfera y la altura 
igual al radio de la esfera». 

2 Esf cil. 11. 

3 Esf cil. 114. 

4 Esf. cil, 113. 

3 Un segmento dado «en volumen», hay que entender. 

$ Esf cil WS. 
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segmentos pero que tenga la superficie igual a la superficie del 
otro segmento”. 

El séptimo: de una esfera dada cortar mediante un plano un 
segmento de tal manera que el segmento guarde con el cono que 
tenga la misma base que el segmento e igual altura la razón in- 
dicada, mayor que la de 3/2*, 

De todos los mencionados, las demostraciones te las llevó 
Heraclidas. Lo que se hallaba después de esto, era falso; y es: si 
una esfera es cortada mediante un plano en partes desiguales, el 
segmento mayor guardará con el menor una razón que será 
el cuadrado de la razón de la superficie mayor con la menor. 
Que esto es falso es evidente por los teoremas que había envia- 
do antes, pues entre ellos se encuentra el siguiente: si una esfera 
es cortada en partes desiguales mediante un plano perpendicu- 
lar a uno de los diámetros de la esfera, el segmento mayor en 
superficie guardará con el menor la misma razón que el seg- 
mento mayor del diámetro con el menor, y el segmento mayor 
de la esfera guardará con el menor una razón menor que el cua- 
drado de la razón que guarda la superficie mayor con la menor, 
pero mayor que esa razón (elevada a) tres medios?. 

Y de los problemas, también el que estaba puesto el último 
era falso, el de que si el diámetro de una esfera es cortado de ma- 
nera que el cuadrado construido sobre el segmento mayor sea el 
triple del cuadrado construido sobre el segmento menor, y tra- 
zado un plano por el punto" corta a la esfera perpendicularmen- 
te al diámetro, la figura que constituye el segmento mayor de la 
esfera es la mayor de todos los segmentos que tienen la misma 
superficie. Es evidente que esto es falso por los teoremas que 


? Esf. cil. Y 6. 

3 Esf cil. 117. 

9 Esf. cil. 118. Los términos exactos que emplea Arquímedes para «cuadra- 
do de la razón» y «razón elevada a tres medios» son, respectivamente diplásios 
lógos (literalmente «razón duplicada») y hémiólios lógos (literalmente, «razón 
sesquiáltera»). 

'9 Por el punto «de corte en el diámetro», se entiende. 
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envié antes: pues está demostrado gue el hemisferio es el mayor 
de los segmentos de esfera comprendidos por la misma superfi- 
cie". 

Después de eso, los problemas que propuse sobre el cono’? 
eran los siguientes: si permaneciendo fijo el diámetro de una 
parábola se hace a ésta girar de modo que el diámetro sea el eje, 
llámese paraboloide” a la figura descrita por la parábola, y si 
un plano es tangente a la figura del paraboloide y otro plano, 
trazado paralelo al plano tangente, corta un segmento del para- 
boloide, llámese base del segmento cortado al plano que lo cor- 
ta y vértice al punto en el que el otro plano es tangente al para- 
boloide'*. Que si la figura indicada es cortada por un plano 
perpendicular al eje, la sección será un círculo, es evidente”; 
pero que el segmento cortado será una vez y media el cono que 
tiene la misma base que el segmento e igual altura, hay que de- 
mostrarlo'*, 

Y que si se cortan dos segmentos de un paraboloide median- 
te planos trazados de cualquier manera, las secciones serán 
elipses, es evidente"; pero que si los planos secantes no son 
perpendiculares al eje los segmentos guardarán entre sí la razón 
que guardan entre sí los cuadrados construidos sobre las rectas 
trazadas paralelas al eje desde los vértices hasta los planos se- 
cantes, hay que demostrarlo!*, pero las demostraciones de esto 
aún no te las he enviado. 


MEsf. cil 119. 

12 Heiberg sospecha que quizá haya que sustituir «cono» por «conoide», y 
Heath asume esa propuesta de corrección. 

13 Gr, orthogónion konoeidés; cf. vol. 1, INTRODUCCIÓN, pág. 48. 

14 Con. esf., en la carta que precede al tratado, 248, 1-9. 

!$ Con. esf. 11. 

16 Con, esf. 21, 

17 El de cualquier manera que emplea aquí Arquímedes no ha de ser inter- 
pretado en el sentido de «en todos los casos», pues en el enunciado de Sobre los 
conoides y esferoides 12, donde se prueba el aserto, Arquímedes precisa la con- 
dición de que el plano no pase por el eje ni sea paralelo ni perpendicular a él. 

18 Con, esf. 24. 
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Después de esto, proponía estos problemas sobre la espiral, 
que son un género distinto de problemas que nada tienen en 
común con los que acabo de mencionar, y cuyas soluciones te 
he escrito en este libro. Son los siguientes: si se hace girar uni- 
formemente una línea recta, permaneciendo fijo en un plano 
uno de sus extremos, y se la hace llegar de nuevo a la posición 
de la que partió y, al mismo tiempo que la línea es transportada, 
un punto se mueve uniformemente por la recta partiendo del 
extremo fijo, el punto describirá una espiral en el plano. 

Afirmo que el área comprendida por la espiral y la recta que 
se ha hecho volver a la posición de la que partió, es la tercera 
parte del círculo descrito con centro en el punto que permanece 
fijo y radio la recta recorrida por el punto en un giro de la recta!”. 

Y si una recta es tangente a la espiral en el último extremo 
producido en la espiral y desde su extremo fijo” se traza otra 
recta perpendicular a la línea que se ha hecho girar y volver a su 
posición inicial, de modo que alcance a la tangente, afirmo que 
la recta trazada”! es igual a la circunferencia del círculo”. 

Y si la recta que se hace girar y el punto que se desplaza por 
ella describen varios giros y vuelven de nuevo al lugar del que 
partieron, digo que el área añadida en el tercer giro será el doble 
del área comprendida por la espiral en el segundo giro; y la del 
cuarto, el triple; y la del quinto, el cuádruple; y, sucesivamente, 
las áreas añadidas en los giros posteriores serán múltiplos, se- 
gún la serie de los números, del área añadida en el segundo giro; 
y el área comprendida en el primer giro es la sexta parte del área 
añadida en el segundo giro”. 

Y si en la espiral descrita en un giro se toman dos puntos, y 
desde ellos se trazan rectas hasta el extremo que ha permaneci- 


1 Espir. 24. 

2 El extremo fijo es el «de la espiral», se entiende. 
21 La recta trazada «en último lugar», se entiende. 
2 Espir. 18. 

2 Espir. 27. 
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do fijo de la línea que se hace girar, y con centro en el punto que 
ha permanecido fijo y radios las rectas trazadas hasta el extre- 
mo que ha permanecido fijo de la recta se describen dos círcu- 
los, y se prolonga la menor de las rectas trazadas, afirmo que el 
área comprendida por el arco del círculo mayor que está hacia 
el mismo lado que la espiral entre las rectas y la espiral y la 
recta prolongada guardará con el área comprendida por el arco 
del círculo menor y la propia espiral y la recta que une los ex- 
tremos de éstos?” la razón que guarda el radio del círculo menor 
más dos tercios del exceso en que excede el radio del círculo 
mayor al radio del círculo menor con el radio del círculo menor 
más un tercio del exceso mencionado”, 

Las demostraciones de estas y otras cuestiones sobre la espi- 
ral están escritas en este libro, y las precede, como en las demás 
obras de geometría, lo que es de necesidad para su demostración. 

Asumo aquí también el siguiente postulado de los que figu- 
ran en los libros publicados anteriormente: en las líneas desi- 
guales y las áreas desiguales, es posible que el exceso en que 
excede la mayor a la menor, sumado repetidamente a sí mismo, 
exceda a cualquier magnitud propuesta de las que decimos que 
guardan razón?*, 


PROPOSICIÓN 1 


Si un punto moviéndose se desplaza uniformemente por una 
línea” y en ella se toman dos líneas, las líneas tomadas guar- 
darán entre sí la misma razón que los tiempos en los que el 
punto las recorrió. 


14 «Éstos» se refiere a los arcos de circunferencia y espiral en cuestión. 

35 Espir. 28. 

26 E] postulado figura, con ligeras variaciones, en Esf. y cil. I, post. 5 (vid. 
también nota al pasaje) y en la carta que antecede a Cuadratura de la parábola 
(264, 9-12). 

27 «Una línea recta», entiéndase. 
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Desplácese un punto uniformemente por la línea AB, y tó- 
mense en ella dos líneas PA, AE y sea ZH el tiempo en el que el 
punto recorrió PA y sea HO en el que recorrió AE. 


PA A A immi 
d T JE 8 
m] ji 
A ` Z H0 K 


Se ha de demostrar que la línea TÁ guarda con la línea AE la 
misma razón que el tiempo ZH con el HO. 

Compónganse las líneas AA, AB de las líneas PA, AE en 
cualquier composición de tal manera que AA exceda a AB y 
que cuantas veces forma parte la línea FA de la AB, otras tantas 
forme parte el tiempo ZH del tiempo AH y que cuantas veces 
forma parte la línea AE de la AB, otras tantas forme parte el 
tiempo OH del tiempo KH. 

Dado que se ha supuesto que el punto se ha desplazado uni- 
formemente por la línea AB, es evidente que en cuanto tiempo 
ha recorrido PA, en otro tanto ha recorrido cada una de las líneas 
iguales a PA. Está claro también que la línea compuesta AA ha 
sido recorrida en tanto tiempo cuanto es el tiempo AH, puesto 
que la línea PA está contenida tantas veces en la línea AA como 
el tiempo ZH en el tiempo AH. Por la misma razón también la 
línea BA ha sido recorrida en tanto tiempo cuanto es el tiempo 
KH. Puesto que la línea AA es mayor que la BA, es evidente que 
el punto recorre la línea AA en un tiempo mayor que la BA. De 
modo que el tiempo AH es mayor que el tiempo KH. 

Del mismo modo se demostrará también que si de los tiem- 
pos ZH, HO se componen tiempos en cualquier composición de 
modo que el uno exceda al otro, también la línea homóloga del 
tiempo que sea mayor, será mayor que las líneas compuestas de 
tas líneas PA, AE según la misma composición. 

Es evidente por tanto que la línea PA guardará con la AE la 
misma razón que el tiempo ZH con el tiempo HO [Elem. V, 
def. 5]. 
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PROPOSICIÓN 2 


Si, habiéndose desplazado con movimiento uniforme cada 
uno de dos puntos por una línea —que no sea la misma—, se 
toman en cada una de las líneas dos líneas, de las cuales las 
primeras son recorridas por los puntos en tiempos iguales que 
las segundas, las líneas tomadas guardarán entre sí la misma 
razón. 


Desplácese uniformemente un punto por la línea AB y otro 
por la línea KA, y tómense en la línea AB dos líneas PA, AE, 
y en la KA (otras dos) ZH, HO, y el punto que se desplaza por 
la línea AB recorra la línea FA en el mismo tiempo en que el 
otro, transportado por KA, recorre ZH, e igualmente recorra 
el punto la línea AE en el mismo tiempo en que el otro (reco- 
rre) HO. 


A r d E B 
SEEN PE rr 
a E 
(A A pe 
M N E 
mmwwuvvi 


Se ha de demostrar que FA guarda con AE la misma razón 
que ZH con HO. 

Sea MN el tiempo en que el punto ha recorrido la línea PA; 
en ese tiempo también el otro punto recorre ZH. De nuevo, sea 
NZ el tiempo en que el punto recorrió AE; y en ese tiempo el 
otro punto recorre HO; por tanto la línea PA guardará con la 
AE la misma razón que el tiempo MN con el NE, y la línea 
ZH con la HO la misma (razón) que el tiempo MN con el NZ 
[Prop. 1]. 

Luego es evidente que la línea PA guardará con la AE la 
misma razón que la ZH con la HO. 
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PROPOSICIÓN 3 


Dados unos círculos en un número cualquiera, es posible 
tomar una recta que sea mayor que (la suma de) las circunfe- 
rencias de los círculos. 


Pues si se circunscribe un polígono a cada uno de los círcu- 
los, es evidente que la recta compuesta de (la suma de) todos los 
perímetros será mayor que (la suma de) todas las circunferen- 
cias de los círculos [Esf. cil. 1 1]. 


PROPOSICIÓN 4 


Dadas dos líneas desiguales, una recta y una circunferencia 
de círculo, es posible tomar una recta menor que la mayor de 
las líneas dadas pero mayor que la menor. 


Si se suma a sí mismo el exceso en que excede la línea ma- 
yor a la menor cuantas veces (sea menester para que) exceda a 
la recta y se divide la recta en otras tantas partes iguales, el seg- 
mento* será menor que el exceso. : 

En el caso de gue la circunferencia fuera mayor gue la recta, 
añadiendo un segmento a la recta, es evidente que será mayor 
que la menor de las líneas dadas, pero menor que la mayor. 

En el caso de que fuera menor, añadiendo un segmento a la 
circunferencia será, de manera semejante, mayor que la menor 
pero menor que la mayor, pues la línea añadida será menor que 
el exceso. 


28 Se refiere a cada uno de los segmentos resultantes de dividir la recta 
como se ha indicado. 
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PROPOSICIÓN 5 


Dado un círculo y una recta tangente al círculo, es posible tra- 


zar desde el centro del círculo una recta hasta la tangente de ma- 


nera que la recta entre la tangente y la circunferencia del círculo 
guarde con el radio una razón menor que (la que guarda) con 


cualquier arco de círculo dado el arco de circunferencia (com- 


prendido) entre el punto de contacto y la recta trazada?. 


E Sea ABT un círculo dado y 
su centro K, y sea AZ tangente al 
círculo en el punto B, y dese 
también un arco cualquiera de 
circunferencia de círculo, 
4 Es posible tomar una recta 
a mayor que el arco dado; y sea E 
la recta mayor que el arco dado. 
Desde el centro K trácese una 
recta AH paralela a AZ, y sea 
HO igual a E y tendente a B”, Una vez trazada desde el centro 
K hasta ©, prolónguese. 

En efecto, OZ guarda con OK la misma razón que BO con 
OH. Por tanto ZO guarda con OK una razón menor que el arco 
B0 con el arco dado, porque la recta BO es menor que el arco BO 
[Esf. cil. I, post, 1] y la recta OH es mayor que el arco dado 
[Elem. V 8]. Por tanto ZO guarda con el radio una razón menor 
que el arco BO con el arco dado. 


29 El problema que se pretende resolver consiste en construir una recta que 
desde el centro del círculo corte a la tangente —en la ilustración, KZ— de 
modo que se cumpla que la razón KZ : KO es menor que la razón entre el arco 
B® y el arco dado —al que Arquímedes no da nombre, y del que dice sólo que 
es menor que el segmento E. 

30 Para estas construcciones de líneas tendentes, cf. en vol. I, Introducción, 
págs. 41 y 42 lo referente a las neúsis. 
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PROPOSICIÓN 6 


Dado un círculo y en el círculo una cuerda menor que el 
diámetro, es posible trazar desde el centro del círculo hasta su 
circunferencia una recta que corte a la cuerda dada en el círcu- 
lo de manera que la recta tomada entre la circunferencia y la 
cuerda dada en el círculo guarde la razón que se indique con la 
recta que une el extremo de la incidente"! —el extremo que está 
en la circunferencia— con un extremo de la cuerda dada en el 
círculo, si la razón dada es menor que la que guarda la mitad 
de la cuerda dada en el círculo con la perpendicular trazada 
hasta ella desde el centro”. 


Dese el círculo ABT y su centro K y sea dada en él una cuer- 
da FA menor que el diámetro y la razón que guarda Z con H, 
menor que la que guarda rO 
con KO y, siendo perpendi- 
cular KO”, trácese desde el 
centro KN paralela a AT, y 
FA perpendicular a KT. 

Y los triángulos TOK, 
FKA son semejantes [Elem. I 
29]. Entonces T'O es a OK co- 
mo KT a T'A [Elem. V14]. Por 
tanto, Z guarda con H una ra- 
zón menor que KT con FA. Guarde KP con una recta mayor 


31 «La incidente» se refiere a «la recta que se ha de trazar desde el centro 
hasta la circunferencia cortando a la cuerda dada en el círculo». 

2 El problema pretende, dado un círculo ABT con centro en K y una cuer- 
da AF cuyo punto medio sea O, la construcción de una recta KB que corte en 
B a la circunferencia y en E a la cuerda AT de tal modo que se cumpla que 
BE: BT :: Z: H. Tal y como se expresa Arquímedes, el problema no admite una 
solución general, sino que requiere un diorismo: para que se pueda llevar a 
cabo la construcción es menester que Z: H < AO : KO. 

3 «Perpendicular a AP», se entiende. 
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que FA la razón que guarda Z con H [Elem. V 10]. Guárdela 
con BN, y entre la circunferencia y la recta póngase BN pasando 
por T —es posible que la corte así—. Y caerá fuera, puesto que 
es mayor que TA. Puesto que KB guarda con BN la misma ra- 
zón que Z con H, también EB guardará con BT la misma razón 
que Z con H [Elem. VI 2]. 


PROPOSICIÓN 7 


Con los mismos datos y prolongada la cuerda en el círculo, 
es posible trazar desde el centro hasta la cuerda prolongada 
una recta de manera que la (parte de la) recta (que queda) 
entre la circunferencia y la prolongación” guarde la razón que 
se indique con la que une el extremo de la recta cortada dentro 
(del círculo) con el extremo de la prolongación, si la razón 
dada es mayor que la que guarda la mitad de la cuerda dada 
en el círculo con la perpendicular trazada desde el centro has- 
ta ella”, 


Sean los mismos datos y sea 
prolongada la línea en el círcu- 
lo y sea la razón dada la que 
guarda Z con H, mayor que la 
que guarda TO con OK. 

Entonces también será ma- 
yor que la que guarda KT con 
PA. Y la razón que guarde Z 


£ 


% Entiéndase: «entre la circunferencia y el extremo exterior de la prolonga- 
ción de la cuerda», 

35 Con la misma restricción que en la proposición anterior y partiendo de la 
misma construcción —dada la razón Z : H y dado un círculo ABT con centro 
en K y una cuerda AT cuyo punto medio sea O— plantea ahora el siguiente 
problema: una vez prolongada la cuerda como ATE, trazar una recta KE, que 
corte a la circunferencia en I, de tal modo que se cumpla que El : TI :: Z : H. 
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con H será la que guarde KT con una recta menor que FA [Elem. 
Y 10]. Guárdela con IN tendente a T —es posible cortarla así—. 
Y caerá por dentro de TA, puesto que es menor que TA. Enton- 
ces, puesto que KT guarda con IN la misma razón que Z con H, 
también El guardará con IT la misma razón que Z con H*. 


PROPOSICIÓN 8 


Dado un círculo y en el círculo una cuerda menor que un 
diámetro y otra línea tangente al círculo en el extremo de la 
dada en el círculo, es posible trazar desde el centro del círculo 
una recta hasta la cuerda de manera que la (parte) tomada de 
ella” entre la circunferencia del círculo y la cuerda dada en el 
círculo guarde con la (parte) tomada de la tangente la razón 
que se indique, si la razón fuera menor que la que guarda la 
mitad de la dada en el círculo con la perpendicular trazada 
hasta ella desde el centro del círculo”. 


Sea ABTA el círculo dado, y dese en el círculo una recta TA 
menor que el diámetro, y sea ZA tangente al círculo en el punto 
T, y sea la razón que guarda Z con H menor que la que guarda 
FO con OK. Será también menor que la que guarda TK con TA, 
si se traza KA paralela a OT, Guarde KT con TE la misma razón 
que Z con H. Y ZT es mayor que PA [Elem. V 10]. Trácese por 
KAZ una circunferencia de círculo, 


36 Heiberg lo justifica haciendo notar que los triángulos TIE, KIN son se- 
mejantes, por lo que KI : IN :: El : IT, y K1, KT son iguales. 

7 Es decir, «de la recta que se pretende trazar». 

38 Con la misma restricción que en las proposiciones 6 y 7 y partiendo de 
nuevo de la construcción de la proposición 6 —dada la razón Z : H y dado un 
círculo ABT con centro en K y una cuerda AT cuyo punto medio sea 0— y una 
vez trazada ZA tangente al círculo en el punto I, construir una recta KN que 
corte a la cuerda en el punto E, al círculo en el punto B y a la tangente en el 
punto 1, de tal modo que se cumpla que BE: IT :: Z : H. 
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Puesto que &T es mayor que TA y que KT, ZA son perpendicu- 
lares entre sí, cabe que pongamos otra línea IN igual a MT tendente 
a K. Entonces el rectángulo comprendido por ZIA guarda con el 
comprendido por KE, IA la 
misma razón que la recta SI 
con la KE y el rectángulo 
comprendido por KIN guar- 
da con el comprendido por 
KI, TA la misma razón que 
IN con TA. De manera que 
también IN es a TA como 
ZI a KE. De manera que 
también IMesaT'A y ET a 
KT y aKB como lesa KE 
y la restante IIT guarda con 
BE la misma razón que ST 
con TK y que H con Z. Por tanto, KN incide en la tangente y la rec- 
ta BE —la que está entre la circunferencia y la recta— guarda con 
la tomada de la tangente la misma razón que Z con H. 


PROPOSICIÓN 9 


Con los mismos datos y una vez prolongada la cuerda dada 
en el círculo, es posible trazar una recta desde el centro del 
círculo hasta la cuerda prolongada, de manera que la (parte) 
que queda entre la circunferencia y la prolongación” guarde la 
razón indicada con la tomada de la tangente hasta el punto de 
contacto, sí la razón dada es mayor que la que guarda la mitad 
de la cuerda dada en el círculo con la perpendicular trazada 
hasta ella desde el centro”. 


39 Entiéndase: «entre la circunferencia y el extremo exterior de la prolonga- 
ción». 
* Siempre con la restricción expresada en la proposición 6 y con la misma 
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Sea ABTA un círculo dado y en el círculo trácese una cuer- 
da TA menor que el diámetro, y sea ZT tangente al círculo en 
cl punto T y sea la razón 
que guarda Z con H ma- 
yor que la que guarda TO 
con OK. 

Y será mayor que la 
que guarda KT con TA, 
Guarde KT con TZ la 
misma razón que Z con H 
—-pues ésta es menor que 
FA—. Trácese de nuevo 
un círculo por los puntos 
Z, K, A. Puesto que ST es 
menor que FA [Elem. V 
10] y KM, ET son perpendiculares entre sí, es posible disponer 
una recta IN igual a TM y tendente a K. Puesto que el rectángulo 
comprendido por EIA es al comprendido por Al, KE como la 
recta EI a la KE, mientras que el comprendido por KIN es igual 
al comprendido por EIA [Elem. M 35] y el comprendido por 
KI, TA es igual al comprendido por Al, KE —porgue KE es a 
IK como AT es a AI—, entonces El es a KE como el rectángulo 
comprendido por KIN es al comprendido por KI, FA —es decir, 
como NI a TA; es decir, como TM a PA—. Y por otro lado, tam- 
bién TM es a TA como ET a KT [Elem. II 35] —esto es, a KB—. 
Por tanto, Zl es a KE como ZT a KB, y la restante IT es a la res- 
tante BE como 2T a TK. Y la razón que guarda SI con TK es 
la que guarda H con Z. Y KE incide en la recta prolongada, y la 
recta BE —entre la prolongada y la circunferencia—- guarda 


construcción -—dada la razón Z : H y un círculo ABT con centro en K y una 
cuerda AT con punto medio en ©— y una vez prolongada la cuerda y trazada 
ZA, tangente al círculo en el punto T, trazar desde el centro una recta que corte 
al círculo en B, a la prolongación de la cuerda en E y a la tangente en 1 de ma- 
nera que BE :T1::Z: H. 
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con TI —la (parte) tomada de la tangente— la misma razón que | 


Z con H. 


PROPOSICIÓN 10 


Si se dispone sucesivamente un número cualquiera de lí- 


neas que se excedan unas a otras en lo mismo y el exceso es 
igual a la menor, y se disponen otras líneas iguales a ellas en 
número y cada una igual en magnitud a la mayor, y a los cua- 
drados construidos sobre las que son iguales a la mayor se les 
añade el cuadrado construido sobre la mayor y el rectángulo 
comprendido por la menor y una recta igual a la suma de todas 
las que se exceden entre sí en lo mismo será el triple de la suma 
de todos los cuadrados construidos sobre las que se exceden 
entre sí en lo mismo. 


Sean A, B, I, A, E, Z, H, O un número cualquiera de rectas 
dispuestas sucesivamente que se exceden entre sí en lo mismo, 
y sea O igual al exceso y añádase a B una recta I igual a O, a r 
añádase K igual a H, a A añádase A igual a Z, a E añádase M 
igual a E, a Z añádase N igual a A, a H añádase Z iguala T, a O 
añádase O igual a B. Las rectas re- 
sultantes serán iguales entre sí y a 
la mayor. 

Así pues, se ha de demostrar 
& que si a los cuadrados construidos 
sobre todas las rectas A y las lí- 
r neas resultantes se les añaden el 
E cuadrado de lado A y el rectángu- 

H lo comprendido por O y la recta 
ID. o| 


igual a la suma de todas las rectas 

A, B,T, A, E, Z, H, O, seráel triple 

de la suma de todos los cuadrados construidos sobre A, B, T, A, 
E, Z, H, ©. 
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El cuadrado de lado BI es igual a la suma de los cuadrados 
de lado I, B más dos rectángulos comprendidos por B, I; el 
cuadrado de lado KF es igual a la suma de los cuadrados de lado 
K, T más dos rectángulos comprendidos por K, T; e igualmente 
los cuadrados construidos sobre las otras rectas iguales a A son 
iguales a la suma de los cuadrados construidos sobre sus seg- 
mentos más dos rectángulos comprendidos por sus segmentos. 
Por consiguiente, si a los cuadrados construidos sobre A, B, T, 
A, E, Z, H, O y a los cuadrados construidos sobre I, K, A, M, N, 
Z, O se les añade el cuadrado construido sobre A son el doble 
de los cuadrados construidos sobre A, B, I, A, E, Z, H, ©. 

Queda demostrar que si al doble de los rectángulos com- 
prendidos por los segmentos (que forman) cada línea de las 
iguales a A se les añade el rectángulo comprendido por O y una 
recta igual a (la suma de) todas las A, B, T, A, E, Z, H, O, (la 
suma) es igual a los cuadrados construidos sobre A, B, T, A, E, 
Z, H, ©. 

Puesto que los dos rectángulos comprendidos por B, I son 
iguales a los dos comprendidos por B, O, y los dos comprendi- 
dos por K,T son iguales al comprendido por 0 y el cuádruple de 
I'—por ser K el doble de 6—, y los dos comprendidos por A, A 
son iguales al comprendido por © y el séxtuple de A —por ser 
A el triple de ©—, e igualmente el doble de los otros rectángu- 
los comprendidos por los segmentos* son iguales al rectángulo 
comprendido por O y una recta múltiplo de la recta siguiente, 
constantemente, según la serie de números pares, entonces, si se 
añade a la suma de todos los cuadrados el rectángulo compren- 
dido por O y una recta igual a (la suma de) todas las A, B,T, A, 
E, Z, H, ©, será igual al rectángulo comprendido por O y una 
recta igual a la suma de todas: A y el triple de B y el quíntuple de 
P y, constantemente, el múltiplo de la línea siguiente según la 
serie de los números impares. Y la suma de los cuadrados de A, 
B,T, A, E, Z, H, O es igual al rectángulo comprendido por esas 


41 Entiéndase «por los segmentos que componen cada una de las rectas». 
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mismas líneas, pues el cuadrado de lado A es igual al rectángulo 
comprendido por O y una recta igual a la suma de A más la suma 
de todas las restantes cada una de las cuales es igual a A —-por- 
que 6) mide a A el mismo número de veces que Á a la suma de 
las que son iguales a ella más A—. De modo que el cuadrado 
de lado A es igual al rectángulo comprendido por € y por una 
recta igual a A más el doble de B, T, A, E, Z, H, O. Pues la suma 
de todas las rectas iguales a A excepto A es el doble de B, T, A, 
E, Z, H, ©. Y de manera semejante el cuadrado de lado B es 
igual al rectángulo comprendido por 6 y por una recta igual a B 
más el doble de T, A, E, Z, H, O; y, de nuevo, el cuadrado de lado 
T es igual al rectángulo comprendido por una recta igual a T 
más el doble de A, E, Z, H, ©; y de manera semejante también 
los cuadrados que tienen por lado las otras rectas son iguales a 
los rectángulos comprendidos por € y una recta igual a ella mis- 
ma más el doble de las restantes. 

Es evidente, por tanto, que la suma de los cuadrados cons- 
truidos sobre todas ellas son iguales al rectángulo comprendido 
por ®© y por una recta igual a la suma de A más el triple de B y 
el quíntuple de T y el múltiplo correspondiente de la siguiente 
(recta) según la serie de los números impares. 


COROLARIO 


A partir de esto está claro que la suma de todos los cuadra- 
dos construidos sobre las que son iguales a la mayor son meno- 
res que el triple de los cuadrados construidos sobre las rectas 
que se exceden entre sí en lo mismo —puesto que añadiendo 
ciertas áreas es el triple— pero mayores que el triple de (la 
suma de) los (cuadrados) de las restantes salvo el que tiene por 
lado la mayor, puesto que los cuadrados añadidos son menores 
que el triple del cuadrado construido sobre la mayor. 

Así pues, si se construyen figuras semejantes sobre todas las 
rectas —sobre las que se exceden entre sí en lo mismo y las que 
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son iguales a la mayor— las figuras construidas sobre las que son 
iguales a la mayor serán menores que el triple de las figuras 
construidas sobre las que se exceden entre sí en lo mismo, pero 
mayores que el triple de las restantes salvo la figura construida 
sobre la mayor. Pues las figuras semejantes guardarán la misma 
razón que los cuadrados [Elem. VI 20]. 


PROPOSICIÓN 11 


Si se ponen en serie líneas en un número cualquiera que se 
excedan entre síen lo mismo, y se ponen otras líneas en número 
menor en uno que las que se exceden entre síen lo mismo y cada 
una igual en magnitud a la mayor, (la suma de) los cuadrados 
construidos sobre las que son iguales a la mayor guardará con 
(la suma de) los cuadrados de las que se exceden entre sí en lo 
mismo menos (el cuadrado de) la menor una razón menor que 
la que guarda el cuadrado construido sobre la mayor con (la fi- 
gura) igual a la suma del rectángulo comprendido por la mayor 
y la menor más la tercera parte del cuadrado construido sobre 
el exceso en que excede la mayor a la menor, pero (una razón) 
mayor que esa misma razón con (la suma de) los cuadrados 
construidos sobre las rectas que se exceden entre sí en lo mismo 
excepto el cuadrado construido sobre la mayor. 


Sean rectas en un número cualquie- 
ra que se excedan entre sí en lo mismo 
dispuestas en serie: AB que excede a 
VA, PA a EZ, EZ a HO, HO a IK, IK a E 
AM, AM a NZ; añádase a TA la recta gl 
TO, igual a un exceso; a EZ, la rec- I 
ta EII, igual a dos excesos; a HO, la 
recta HP, igual a tres excesos; y de la 
misma manera a las otras. Las resultan- 
tes serán iguales entre sí y a la mayor. 
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Se ha de demostrar que la suma de los cuadrados construi- 
dos sobre todas las resultantes guardan con la suma de todos los 
cuadrados construidos sobre todas las que se exceden entre sí 
en lo mismo excepto el cuadrado construido sobre NZ una ra- 


zón menor que la que guarda el cuadrado de lado AB con un | 


área igual a la suma del rectángulo comprendido por AB, NZ 
más la tercera parte del cuadrado de lado NY, pero una razón 
mayor que esa misma razón con los cuadrados construidos so- 
bre esas mismas rectas excepto el cuadrado de lado AB. 


De cada una de las rectas que se exceden entre sí en lo mis- 


mo tómese una recta igual al exceso. La razón que guarda el 
cuadrado de lado AB con la suma del rectángulo comprendido 
por AB, OB más la tercera parte del cuadrado de lado Ao, ésa 
es la razón que guarda el cuadrado de lado OA con (la su- 
ma del) rectángulo comprendido por OA, AX más la tercera 
parte del cuadrado de lado XO y* el cuadrado de lado TIZ con 
el rectángulo comprendido por IZ, YZ más la tercera parte del 
cuadrado de lado YII y“ los cuadrados construidos sobre las 
otras rectas con las áreas tomadas de manera semejante. Y la 
suma de los cuadrados construidos sobre todas las rectas OA, 
TIZ, PO, IK, TM, YE guardarán con la suma de todos los rec- 
tángulos comprendidos por NZ y todas las rectas iguales a las 
líneas indicadas más las (respectivas) terceras partes de los cua- 
drados de lado OX, ITY, PQ, X 7, TG, YN la misma razón que 
el cuadrado de lado AB con la suma del rectángulo comprendi- 
do por AB, ®B más la tercera parte del cuadrado de lado DA 
[Elem. Y 12]. 

Si se demuestra que el rectángulo comprendido por NZ y 
una recta igual a (la suma de) OA, IIZ, PO, EK, TM, YZ más la 
tercera parte de los cuadrados construidos sobre OX, ITY, PQ, 
£, TG, YN, es menor que (la suma de) los cuadrados construi- 
dos sobre AB, TA, EZ, HO, IK, AM, pero mayor que (la suma 


42 Entiéndase «y esa misma razón es la que guarda». 
4 Entiéndase «y la misma que guardan también». 
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de) los cuadrados construidos sobre FA, EZ, HO, IK, AM, Nz, 
se habrá demostrado lo propuesto [Elem. V 8]. 

En efecto, el rectángulo comprendido por NZ y una recta 
igual a la suma de OA, IIZ, PO, XK, TM, YE más la tercera 
parte de los cuadrados construidos sobre OX, ITY, PQ, E 7, TG, 
TN es igual a (la suma de) los cuadrados construidos sobre XA, 
YZ, 00, DK, GM, NE más el rectángulo comprendido por NE 
y una recta igual a (la suma de) OX, IY, PQ, 2%, TG, YN más 
la tercera parte de los cuadrados construidos sobre OX, ITY, 
PQ, 2%, TG, YN, mientras que (la suma de) los cuadrados cons- 
truidos sobre AB, TA, EZ, HO, IK, AM es igual a (la suma de) 
los cuadrados construidos sobre BO, XA, 'PZ, 00, MK, CM 
más los cuadrados construidos sobre AD, TX, EY, HQ, I7, AG 
más el rectángulo comprendido por B® y el doble de la suma de 
AD, PX, EY, HO, 19, AG [Elem. I 4]. 

Los cuadrados construidos sobre cada una de las rectas 
iguales a NZ son comunes, mientras que el rectángulo com- 
prendido por NÆ y una recta igual a la suma de OX, ITY, QP, 
792.,CT, YN es menor que el comprendido por BO y una recta 
doble de la suma de AO, PX, EY, HQ, 17, AS por ser las líneas 
recién mencionadas iguales a PO, EII, PH, I£, AT, YN pero 
mayores que las restantes, mientras que los cuadrados construi- 
dos sobre las rectas AQ, PX, EY, HQ, 1, AG son mayores que 
la tercera parte de los cuadrados construidos sobre OX, ITY, 
PQ, 27), TG, YN —pues esto se ha demostrado en las proposi- 

ciones anteriores [Prop. 10, corol.]—. Luego las áreas mencio- 
nadas son menores que los cuadrados construidos sobre AB, 
FA, EZ, HO, IK, AM. 

Y demostraremos lo restante, que es mayor” que los cua- 
drados construidos sobre TA, EZ, HO, IK, AM, NÈ. 


% Ha de sobreentenderse como sujeto «el rectángulo comprendido por NE 
y una recta igual a (la suma de) OA, IIZ, PO, IK, TM, YE más la tercera parte 
de los cuadrados construidos sobre OX, ITF, PQ, E%, TC, YN», como se indica 
en 40, 7. 
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De nuevo, los cuadrados construidos sobre FA, EZ, HO, IK, 
AM, NE son iguales a (la suma de) los cuadrados construidos 
sobre XT, EY, HQ, T72, AG más los construidos sobre XA, YZ, 
Q0, MK, CM, NE más el rectángulo comprendido por NZ y el 
doble de la suma de todas las rectas TX, EY, HQ, IM, AG [Elem. 
II 4] y los cuadrados construidos sobre XA, YZ, QO, “9K, MG, 
NZ son comunes, y el rectángulo comprendido por NE y por 
una recta igual a (la suma de) todas las rectas OX, ITY, PQ, E7, 
TC, YN es mayor que el rectángulo comprendido por NÆ y el 
doble de (la suma de) todas las rectas TX, EY, HQ, 1%, AC. Y, 
por otro lado, también (la suma de) los cuadrados construidos 
sobre XO, YII, OP, “ML, GT, YN es mayor que el triple de los 
cuadrados construidos sobre TX, EY, HQ, T7, AG, pues esto 
también se ha demostrado [Prop. 10, corol.]. 

Luego las áreas mencionadas son mayores que los cuadra- 
dos construidos sobre TA, EZ, HO, IK, AM, NE. 


COROLARIO 


Y, por consiguiente, si se construyen figuras semejantes so- 
bre todas las rectas —las que se exceden entre sí en lo mismo y 
las que son iguales a la mayor— (la suma de) todas las construi- 
das sobre las que son iguales a la mayor guardará con (la suma 
de) las construidas sobre las que se exceden entre sí en lo mis- 
mo salvo la figura construida sobre la menor una razón menor 
que el cuadrado construido sobre la mayor con un área igual a 
la suma del rectángulo comprendido por la mayor y (la suma 
de) la menor más la tercera parte de la figura construida sobre el 
exceso en que la mayor excede a la menor, pero una razón ma- 
yor que ésa con las figuras construidas sobre esas mismas rectas 
salvo la (construida) sobre la mayor. Pues las figuras semejan- 
tes guardarán la misma razón que los cuadrados. 
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DEFINICIONES 


1. Si se traza una línea recta en un plano y, permaneciendo 
fijo uno de sus extremos y haciéndola girar un número cual- 
quiera de veces, vuelve de nuevo a la posición de la que partió 
y, al mismo tiempo que se hace girar la línea, se desplaza por la 
recta un punto a velocidad uniforme partiendo del extremo fijo, 
el punto describirá una espiral en el plano. 

2. Llámese principio de la espiral al extremo de la recta que 
permanece fijo mientras ésta se desplaza. 

3. Y principio del giro a la posición de la línea en la que la 
recta empezó a girar. 

4. Llámese recta primera a la que recorre en el primer giro 
el punto que se desplaza por la recta, y segunda a la que recorre 
el mismo punto en el segundo giro y, de manera semejante, llá- 
mese a las otras con nombres homónimos de esos giros. 

5. Llámese área primera a la comprendida por la espiral des- 
crita en su primer giro y la recta primera, y área segunda a la 
comprendida por la espiral descrita en su segundo giro y la rec- 
ta segunda, y llámese así sucesivamente a las demás. 

6. Y si desde el punto que es principio de la espiral se traza 
una línea recta, llámese lo de delante de esta recta a lo que está 
hacia el lado hacia el que se produce el giro, y lo de detrás a lo 
que está hacia el otro lado. 

7. Llámese círculo primero al trazado con centro en el punto 
que es principio de la espiral y con la recta primera por radio; 
círculo segundo al trazado con el mismo centro y con el doble 
de esa recta por radio, y los demás sucesivos a éstos, de la mis- 
ma manera. 


PROPOSICIÓN 12 


Si a la espiral descrita en un giro cualquiera la cortan un 
número cualquiera de rectas que parten del principio de la es- 
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piral y forman unas con otras ángulos iguales, se excederán 
entre sí en lo mismo, 

Tr_4 Sea una espiral en la que inciden 
AB, AT, AA, AE, AZ, que forman 
unas con otras ángulos iguales. 

Se ha de demostrar que AT ex- 
cede a AB en lo mismo que AÁ a 
AT y lo mismo las otras. 

El tiempo en que la recta des- 
plazada en sentido circular llega desde AB hasta AT es el mismo 
que el tiempo en que, al desplazarse el punto que está en la recta, 
recorre el exceso en que T'A excede a AB, mientras que el tiem- 
po en que se desplaza desde AT hasta AA es el mismo que aquél 
en que recorre el exceso en que AA excede a AT. Y la línea que 
se desplaza circularmente recorre en el mismo tiempo desde AB 
hasta AT que desde AT hasta AA, puesto que los ángulos son 
iguales. Por tanto, el punto que se desplaza por la recta recorre 
en el mismo tiempo el exceso en que FA excede a AB que el ex- 
ceso en que AA excede a AT, Por tanto AT excede a AB en lo 
mismo que AA a AT (Prop. 1], y lo mismo las restantes. 


PROPOSICIÓN 13 
Si una recta es tangente a la espiral, lo será en un solo punto. 


Sea una espiral en la que estén los puntos A, B, IT, A, y sea 
el principio de la espiral el punto A y sea AA el principio del 
giro y sea tangente a la espiral una recta ZE. 

Digo que le será tangente en un solo punto, 

Séale tangente, si es posible, en dos puntos T, H y trácense 
AT, AH y córtese por la mitad el ángulo comprendido por AH, 
AT, y sea O el punto en que corta a la espiral la recta que corta 
por la mitad al ángulo. 
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Entonces AH excede a AO en lo mismo que AO a AT, 
puesto que contienen respectivamente ángulos iguales [Prop. 
12]. De manera que (la suma de) AH, AT es el doble de AO. 
Pero es mayor* que el doble 
de la recta que corta por la £ 
mitad al ángulo en el trián- JE» 
gulo*, Por tanto es evidente r 
que el punto en que la recta E. 

AQ corta a la FH está entre 

los puntos 0, A. Luego EZ A 
corta a la espiral, ya que uno B 

de los puntos de la línea 

POH es interior a la espiral. Pero se había supuesto que era 
tangente, Luego EZ es tangente a la espiral en un solo punto. 


PROPOSICIÓN 14 


Si dos rectas que parten del punto que es principio de la 
espiral cortan a la espiral trazada en su primer giro y son pro- 
longadas hasta la circunferencia del círculo primero, las rectas 
que cortan a la espiral guardarán entre sí la misma razón que 
los arcos de círculo que quedan entre el extremo de la espiral 
y los extremos de las rectas prolongadas que resultan en la cir- 
cunferencia, tomados los arcos hacia lo de delante desde el 
extremo de la espiral. 


Sea ABPAEO una espiral trazada en su primer giro, y sea el 
punto A el principio de la espiral, y sea la recta OA el principio del 
giro, y sea OKH el círculo primero e incidan las rectas AE, AA en 


45 Como sujeto ha de sobreentenderse «la suma de AH, AP», 

+ Arquímedes aplica el teorema que dice que si un ángulo de un triángulo 
us cortado por la mitad, la suma de los lados que lo forman es mayor que el do- 
ble de la bisectriz, aunque ni Euclides ni el propio Arquímedes lo demuestran. 
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laespiral desde el punto A, y lleguen porel exterior hasta la circun- 
ferencia del círculo en los puntos 7, H. 

Se ha de demostrar que AE guarda con AA la misma razón 
que el arco OKZ con el arco OKH. 

Al desplazarse en círculo la línea 
AO, está claro que el punto O se ha ido 
desplazando a velocidad uniforme por 
la circunferencia del círculo OKH, 
mientras que el punto A que se despla- 
za por la recta recorre la línea AO; y el 

K punto O desplazándose por la circun- 

ferencia del círculo recorre el arco 
OKZ mientras que el punto A recorre la recta AE; y, de nuevo, 
el punto A recorre la línea AA y el O el arco OKH, al desplazar- 
se cada uno a velocidad uniforme. 

Está claro por tanto que AE guarda con AA la misma razón 
que el arco OKZ con el arco OKH” [Prop. 2]. 

De la misma manera se demostrará también que, si una de 
las que inciden en la espiral incide en el extremo de la misma, 
sucede lo mismo. 


PROPOSICIÓN 15 


Si rectas que parten del principio de la espiral trazada en su 
segundo giro inciden en ella, las rectas guardarán entre sí la 
misma razón que los arcos indicados* tomados juntamente 
con® la circunferencia entera del círculo. 


47 [Eso se ha demostrado aparte, en las proposiciones previas]. 

48 Tal y como se describían en la proposición 14, es decir, los arcos en sen- 
tido hacia delante que van del extremo de la espiral hasta los extremos de las 
rectas prolongadas donde coinciden con la circunferencia. 

4% Es decir, «sumados a». 
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Sea una espiral en la que figuran ABTAO, trazada en su 
primer giro ABPAO, y OAEM en el segundo, e incidan en ella 
las rectas AE, AA. 

Se ha de demostrar que AA 
guarda con AE la misma razón que 
el arco OKZ más la circunferencia 
entera del círculo con el arco OKH 
más la circunferencia entera del 
círculo. 

El punto A, al desplazarse por 
la recta, recorre la línea AA en el 
mismo tiempo que el punto O, al desplazarse por la circunfe- 
rencia del círculo, recorre entera la circunferencia del círculo y 
además el arco OKZ; y, de nuevo, el punto A recorre la recta AE 
y el punto O la circunferencia entera del círculo y además OKH, 
desplazándose cada uno a velocidad uniforme. 

Está claro por tanto que la línea AA guarda con la AE la 
misma razón que el arco OKZ más la circunferencia entera del 
círculo con el arco OKH más la circunferencia entera del círcu- 
lo [Prop. 2]. 


k k k 


Del mismo modo se demostrará que, si unas rectas inciden 
en la espiral trazada en su tercer giro, guardarán entre sí la mis- 
ma razón que los arcos indicados tomados juntamente con el 
doble de la circunferencia entera del círculo. 

De manera semejante se demuestra también que las rectas 
que cortan a las otras espirales guardan la misma razón que los 
arcos indicados tomados juntamente con la circunferencia ente- 
ra del círculo (multiplicada) tantas veces como el número del 
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giro menos una, incluso si una de las rectas que corta a la espiral 20 


lo hace en su extremo. 
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PROPOSICIÓN 16 


Siuna línea recta es tangente a la espiral trazada en su primer 

giro y desde el punto de tangencia se traza una línea recta hasta el 

25 punto que es principio de la espiral, los ángulos que forma la tan- 

gente con la línea trazada serán desiguales y será obtuso el que 
está hacia lo de delante y agudo el que está hacia lo de detrás. 


56 Sea una espiral en la que figuran A, B, I, A, O, trazada en su 
primer giro, y sea el punto A el principio de la espiral, y la recta . 
AO el principio del giro y OKH el círculo primero y sea una lí- - 

5 nea recta EAZ tangente a la espiral en el punto A, y desde A 
hasta A trácese AA. 


Se ha de demostrar que AZ 
forma con AA un ángulo obtuso. 
Trácese un círculo ATN con 
centro en A y radio AA. Por 
fuerza el arco de este círculo 
que mira hacia delante cae den- 
tro de la espiral, mientras que 
el que mira hacia lo de detrás, 
fuera, porque de las rectas que 
inciden en la espiral partiendo 
de A, las que inciden en lo de 
delante son mayores que AA, 
mientras que las que inciden en lo de detrás, menores. 
Que el ángulo comprendido por AAZ no es agudo es evi- 
25 dente, puesto que es mayor que el del semicírculo*, y que no es 
recto se demuestra así: 
Pues sea, si es posible, recto. 


50 Heiberg indica: «Se refiere al ángulo comprendido por la recta AA y el 
arco APT, mayor que cualquier ángulo agudo rectilíneo [cf. Elem. 11 16]; por 
lo cual es evidente que este ángulo, siendo parte del AAZ, ciertamente no es 
agudo [Elem. I, noción común 3]». 
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Entonces la recta EAZ es tangente al círculo ATN [Elem, 
HI 16, corol.]. Y es posible trazar una recta desde A hasta la 
tangente de modo que la recta que queda entre la tangente y el 
arco de circunferencia guarde con el radio del círculo una razón 
menor que la que guarda el arco que queda entre el punto de 
tangencia y la recta incidente con el arco dado [Prop. 5]. Sea la 
incidente la recta Al. 

Ésta cortará a la espiral en el punto A y al arco de círculo 
ANT en el punto P. Y guarde la recta PI con la AP una razón 
menor que la que guarda el arco AP con el arco ANT. Y enton- 
ces la recta entera IA guarda con la AP una razón menor que la 
que guarda el arco PANT con el arco ANT, es decir, la que guar- 
da el arco LHKO con el arco HKO. Y la razón que guarda el 
arco ZHKO con el arco HKO es la que guarda la recta AA con 
la AA —pues eso se ha demostrado (Prop. 14] —; por tanto AI 
guarda con AP una razón menor que AA con AA. Lo cual es 
imposible, pues PA es igual a AA [Elem. V 8]. 

Por tanto, el ángulo comprendido por AAZ no es recto. Y se 
había demostrado que tampoco es agudo. Luego es obtuso; de 
manera que el restante es agudo. 

De manera semejante se demostrará que también ocurrirá 
lo mismo si la recta tangente es tangente a la espiral en su ex- 
tremo. 


PROPOSICIÓN 17 


Y efectivamente ocurrirá lo mismo si la recta es tangente a 
la espiral trazada en su segundo giro. 


Sea la recta EZ tangente en el punto A a la espiral trazada 
en su segundo giro, y constrúyase lo demás igual que en lo 


anterior’! 


5% Como en la Proposición 16. 
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De manera semejante, la parte de la circunferencia del círcu- 
lo PNA que mira hacia lo de delante caerá dentro de la espiral, 
mientras que la que mira a lo de detrás, fuera. Por tanto, el án- 
gulo comprendido por AAZ no es recto, sino obtuso. 

Pero sea, si es posi- 
ble, recto. 

Entonces EZ será 
tangente al círculo PNA 
en el punto A [Elem, MI 
16, corol.]. Trácese de 
nuevo Al hasta la tan- 
gente, y corte a la espi- 
ral en el punto X y a la 
circunferenciadel círcu- 
lo PNA en el punto P, y 
guarde PI con PA una 
razón menor que la que 
guarda el arco AP con la 
circunferencia entera del círculo APN más el arco ANT —-pues 
se ha demostrado que esto es posible [Prop. 5]. 

Y entonces la recta entera IA guarda con la recta entera AP 
una razón menor que el arco PANT más la circunferencia en- 
tera del círculo, con el arco ANT más la circunferencia entera 
del círculo. Pero la razón que guarda el arco PANT más la 
circunferencia entera del círculo ANTP con el arco ANT más 
la circunferencia entera del círculo ANTP es la misma razón 
que guarda el arco ZHKO más la circunferencia entera del 
círculo OZHK con el arco HKO más la circunferencia entera 
del círculo OZHK, y la razón que guardan los arcos indicados 
en último lugar es la razón que guarda la recta XA con la rec- 
ta AA —pues esto se ha demostrado [Prop. 15]. Luego IA 
guarda con AP una razón menor que AX con AA. Lo cual es 
imposible”. 


5 [Pues PA es igual a AA, mientras que ÍA es mayor que AX]. 
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Es evidente, por tanto, que el ángulo comprendido por AAZ 
es obtuso. De modo que el restante es agudo. 

Lo mismo sucederá también si la recta tangente es tangente 
a la espiral en su extremo. 

De la misma manera se demostrará también que si una recta 
es tangente a la espiral trazada en cualquier giro y lo es en su 
extremo, formará ángulos desiguales con la recta trazada desde 
el punto de tangencia hasta el principio de la espiral y que el 
ángulo que mira hacia lo de delante es obtuso y el que mira 
hacia lo de detrás es agudo. 


PROPOSICIÓN 18 


Si una línea recta es tangente a la espiral trazada en su 
primer giro en el extremo de la espiral, y desde el punto que es 
principio de la espiral se traza una perpendicular a la recta 
principio del giro, la recta trazada cortará a la tangente, y la 
recta entre la tangente y el principio de la espiral será igual a 
la circunferencia del círculo primero, 


Sea ABTAO una espiral, y sea el punto A el principio de la 
espiral, y la línea OA el principio del giro; sea OHK el círculo 
primero y sea OZ una recta tangente a la espiral en el punto O, 
y desde el punto A trácese AZ perpendicular a OA. Ésta llegará 
a cortar a OZ, puesto que ZO, GA contienen un ángulo agudo 
[Prop. 16; Elem. I, post. 5]. Córtela en el punto Z. 

Se ha de demostrar que ZA es igual a la circunferencia del 
círculo OKH. 

Pues si no, o bien es mayor o es menor. 

Sea primero, si es posible, mayor. 

He tomado una recta AA menor que la recta ZA, pero mayor 
que la circunferencia del círculo OHK [Prop. 4] y hay un círcu- 
lo OHK y en el círculo, una línea OH menor que el diámetro, y 
la razón que guarda OA con AA es mayor que la que guarda la 
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mitad de HO con la perpendicular trazada desde A hasta ella”, 
por lo cual (es mayor) también que la que guarda OA con AZ. 
Por tanto, es posible trazar una recta desde A hasta la prolonga- 
ción de la recta AN de modo que NP —la (que queda) entre el 
arco y la recta prolongada— guarde con OP la misma razón que 
GA con AA [Prop. 7]. 


Por tanto, NP guardará con PA la misma razón que la recta 
OP con AA. Pero OP guarda con AA una razón menor que el 
arco OP con la circunferencia del círculo OHK, pues la recta OP 
es menor que el arco GP, mientras que la recta AA es mayor que 
la circunferencia del círculo ©HK. Por tanto, NP guardará con 
PA una razón menor que el arco OP con la circunferencia del 
círculo OHK. Y entonces la recta entera NA guarda con AP una 
razón menor que el arco OP más la circunferencia entera del círcu- 
lo con la circunferencia del círculo OHK. Y la razón que guarda 
el arco OP más la circunferencia entera del círculo OHK con la 
circunferencia del círculo OHK, es la que guarda la recta XA con 
AO —pues eso se ha demostrado [Prop. 15] —. Luego NA guar- 
da con AP una razón menor que XA con AO. Lo cual es imposi- 
ble, pues NA es mayor que AX mientras que AP es igual a OA. 

Luego ZA no es mayor que la circunferencia del círculo 
OHK. 

Sea ahora, si es posible, menor ZA que la circunferencia del 
círculo OHK. 


33 Es decir, «hasta HO». 
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De nuevo he tomado una recta AA mayor que ÀZ pero me- 
nor que la circunferencia del círculo OHK (Prop. 4], y desde © 
trazo OM, paralela a AZ. De nuevo hay un círculo OHK y en el 
círculo, una línea OH menor que el diámetro y otra tangente al 


círculo* en el punto © [Elem. III 16, corol.], y la razón que 
guarda AO con AA es menor que la que guarda la mitad de HO 
con la perpendicular trazada hasta ella desde A, puesto que 
también es menor que la que guarda OA con AZ. Por tanto, es 
posible trazar ATT desde A hasta la tangente de manera que PN 
—-la (que queda) entre la recta que hay en el círculo y el arco— 
guarde con OII —la recta cortada de la tangente— la misma 
razón que guarda OA con AA [Prop. 8]. 

La recta ATI cortará al círculo en P y a la espiral en X. Y, 
tomando la proporción en alternancia, NP guardará con PA la 
misma razón que OII con AA. Pero OIT guarda con AA una 
razón mayor que el arco OP con la circunferencia del círculo 
OHK. Pues la recta OIT es mayor que el arco GP, mientras que 
la recta AA es menor que la circunferencia del círculo OHK. 
Luego HP guarda con AP una razón mayor que el arco OP con 
la circunferencia del círculo OHK. De modo que PA guarda con 
AN una razón mayor que la circunferencia del círculo OHK 
con el arco OKP. Y la razón que guarda la circunferencia del 
círculo OHK con el arco OKP es la misma que la que guarda la 


5% La recta OM. 
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recta OA con AX —pues eso se ha demostrado [Prop. 14]—. 
Luego PA guarda con AN una razón mayor que OA con AX. Lo 
cual es imposible. 

Luego ZA no es mayor ni menor que la circunferencia del 
círculo OHK. Luego es igual. 


PROPOSICIÓN 19 


Si una recta es tangente en el extremo de una espiral traza- 
da en su segundo giro y desde el principio de la espiral se tra- 
za una recta perpendicular a la recta principio del giro, ésta 
incidirá en la tangente, y la recta entre la tangente y el princi- 
pio de la espiral será el doble de la circunferencia del segundo 
círculo. 


Sea ABT'O una espiral trazada en su primer giro, y QET en 
su segundo giro, y sea OKH su círculo primero y TMN el se- 
gundo, y sea TZ una línea tangente a la espiral en el punto T, y 
trácese ZA perpendicular a TA. Ésta incidirá en TZ, puesto que 
ya se ha demostrado que el ángulo comprendido por ATZ es 
agudo (Prop. 17]. 

Se ha de demostrar que la recta ZA es el doble de la circun- 
ferencia del círculo TMN. 

Pues si no es el doble, es mayor que el doble o menor que el 
doble. 

Sea primero, si es posible, mayor que el doble, y tómese una 
recta AÁ menor que la recta ZA, pero mayor que el doble de la 
circunferencia del círculo TMN [Prop. 4]. 

Hay un círculo TMN y en el círculo una línea dada TN me- 
nor que el diámetro, y la razón que guarda TA con AA es mayor 
que la que guarda la mitad de TN con la perpendicular trazada 
desde A hasta ella. Por tanto es posible trazar AZ desde A hasta 
la prolongación de TN de manera que PE —la (que queda) entre 
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el arco y la prolongación *— guarde con TP la misma razón que 
TA con AA (Prop. 7]. Entonces AZ cortará al círculo en el pun- 
to P y a la espiral en X. Y, tomando la proporción en alternan- 


cia%, PĒ guardará con TA la misma razón que TP con AA. Pero 
TP guarda con AA una razón menor que el arco TP con el doble 
de la circunferencia del círculo TMN, pues la recta TP es menor 
que el arco TP, mientras que la recta AA es mayor que el doble 
de la circunferencia del círculo TMN. Por tanto PÈ guarda con 
AP una razón menor que el arco TP con el doble de la circunfe- 
rencia del círculo TMN. Por tanto, la recta entera XA guarda 
con la AP una razón menor que el arco TP más el doble de la 
mencionada circunferencia del círculo TMN con el doble de 
la indicada circunferencia del círculo TMN. Y la razón que 
guardan estos arcos (y circunferencias) es la razón que guarda 
XA con AT —pues esto se ha demostrado [Prop. 15 (54, 19)]—. 
Luego AZ guarda con AP una razón menor que XA con TA, lo 
cual es imposible. 

Luego la recta ZA no es mayor que el doble de la circunfe- 
rencia del círculo TMN. 

De modo semejante se demostrará que tampoco es menor 
que el doble. Por tanto es evidente que es el doble. 


35 «La prolongación de TN», se entiende, 
3 Es decir, considerando que el antecedente es al antecedente como el con- 
secuente al consecuente, cf. vol. I, Introducción, pág. 51. 
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Por el mismo medio se ha de demostrar también que, si una 
recta es tangente en el extremo de la espiral a una espiral traza- 
da en cualquier giro y una recta trazada desde el principio de la 
espiral perpendicular a la recta principio del giro corta a la tan- 
gente, será múltiplo de la circunferencia del círculo denomina- 
do según el número del giro en el mismo número”. 


PROPOSICIÓN 20 


Si una línea recta es tangente a la espiral trazada en su 
primer giro, pero no en el extremo de la espiral, y se traza una 
recta desde el punto de tangencia hasta el principio de la espi- 
ral y con centro en el principio de la espiral y radio la recta 
trazada se traza un círculo y desde el principio de la espiral se 
traza una recta perpendicular a la trazada desde el punto de 
tangencia hasta el principio de la espiral, ésta cortará a la tan- 
gente, y la recta entre el punto de corte y el principio de la es- 
piral será igual al arco de circunferencia del círculo trazado 
—el (que está) entre el punto de tangencia y el de corte en el 
que el círculo trazado corta a la recta origen de la traslación, 
tomando el arco hacia lo de delante desde el punto en la recta 
principio del giro. 


Sea una espiral en la que figura ABTA, trazada en su primer 
giro y sea tangente a ella la recta EZ en el punto A, y desde A 
hasta el principio de la espiral trácese AA, y con centro en A y 
radio AA trácese el círculo AMN, y corte éste a la recta princi- 
pio del giro en el punto K y trácese ZA perpendicular a AA. 

Que la cortará* es evidente [Prop. 16]. Pero que la.recta ZA 
es igual al arco KMNA hay que demostrarlo, 

Pues si no, o bien es mayor o es menor. 


Cf Props. 15 y 17. 
58 «A la tangente EZ», se entiende. 
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Sea primero, si es posible, mayor, y tómese una recta AA 
menor que ZA pero mayor que el arco KMNA [Prop. 4]. 


De nuevo, KMN es un círculo, y en el círculo hay una línea 
AN menor que el diámetro, y la razón que guarda AA con AA 
es mayor que la que guarda la mitad de AN con la perpendicular 
trazada desde A hasta ella. Por tanto, es posible trazar AE desde 
A hasta la prolongación de NÁ, de manera que EP guarde con 
AP la misma razón que AA con AA —pues se ha demostrado 
que esto es posible [Prop. 7]. 

Por tanto, EP guardará con AP la misma razón que AP 'con 
AA. Pero AP guarda con AA una razón menor que el arco AP 
con el arco KMA, puesto que AP es menor que el arco AP mien- 
tras que AA es mayor que el arco KMA. Por tanto la recta EP 
guarda con PA una razón menor que el arco AP con el arco 
KMA. De manera que también AE guarda con AP una razón 
menor que el arco KMP con el arco KMA. Y la razón que guar- 
da el arco KMP con el arco KMA es la que guarda XA con AA 
[Prop. 14]. Por tanto EA guarda con AP una razón menor que 
AX con AA. Lo cual es imposible. 

Luego ZA no es mayor que el arco KMA. Y de la misma 
manera que en las proposiciones anteriores se demostrará que 
tampoco es menor. Luego es igual. 

Por el mismo medio se demostrará también que, si una recta 
es tangente a una espiral trazada en su segundo giro, pero no en 
el extremo de la espiral, y se construye lo demás igual”, la rec- 


39 «Igual que en esta misma proposición», se entiende, 
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ta entre el punto de corte con la tangente y el principio de la 
espiral es igual a la circunferencia entera del círculo trazado 
más el arco entre los puntos indicados, tomado el arco de la 
misma manera. l 

Y que si una recta es tangente a una espiral trazada en cual- 
quiera de sus giros, pero no en el extremo de la espiral, y se cons- 
truye lo demás igual, la recta entre los puntos indicados es múlti- 
plo, en un número menos que el que indican los giros, de la 
circunferencia del círculo trazado, e igual (a esto) más el (arco) 
tomado de modo semejante entre los puntos indicados”, 


PROPOSICIÓN 21 


Si se toma el área comprendida por la espiral trazada en su 
primer giro y la recta primera (tomada) en la que es principio 
del giro, es posible circunscribir a esa área una figura plana e 
instribir otra, compuestas de sectores semejantes, de modo que 
la figura circunscrita sea mayor que la inscrita en un área me- 
nor que cualquier área propuesta. 


Sea una espiral, en la que figura ABTA, trazada en su primer 
giro y sea el punto 0 el principio de la espiral y OA la recta 
principio del giro y ZHIA el círculo primero y AH, ZI diáme- 
tros de éste, perpendiculares entre sí. Una vez cortado repetida- 
mente por la mitad el ángulo recto y el sector que comprende el 
ángulo recto, lo que quede del sector será menor que el área 
propuesta [Elem. X 1]. Resulte el sector AOK menor que el 
área propuesta. Córtense los cuatro ángulos rectos en ángulos 
iguales al comprendido por AO), OK, y trácense hasta la espiral 
las rectas que forman los ángulos. Sea A el punto en el que OK 
corta a la espiral, y con centro en O y radio OA trácese un círcu- 
lo. La parte de su circunferencia que está hacia lo de delante 


© Cf. props. 15 y 17. 
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caerá dentro de la espiral, y la que está hacia lo de detrás, fuera. 10 


Trácese el arco hasta donde corte a OA* y hasta la recta que 
corta a la espiral después de 
OK. Y, de nuevo, sea N el 
punto en que OM corta a la 
espiral, y con centro en O y 
radio ON trácese un círculo 
hasta que el arco del círculo 
corte a OK y a la recta que 
corta a la espiral a continua- 
ción de OM y, de manera se- 
mejante, por todos los otros 
puntos en que las rectas que 
forman los ángulos iguales 


cortan a la espiral trácense círculos” con centro en © hasta que 20 


cada arco corte a la recta precedente y a la siguiente. En torno 
al área tomada habrá, entonces, una figura circunscrita com- 
puesta de sectores iguales y otra inscrita. 


Se demostrará que la figura circunscrita es mayor que la 25 


inscrita en un área menor que la propuesta. 

Pues el sector GAO es igual al OMA, y el ONIT igual al 
ONP, y el OX2 igual al OXT, y cada uno de los demás sectores 
que hay en la figura inscrita es igual al sector de la figura cir- 


cunscrita con el que tiene un lado común. Es evidente, por tan- 30 
to, que todos y cada uno de los sectores son iguales a todos y 80 


cada uno. Por tanto, la figura inscrita en el área es igual a la fi- 
gura circunscrita al área salvo el sector OAK, pues éste es el 
único de los de la figura circunscrita que no ha sido tomado. 


Es evidente por tanto que la figura circunscrita es mayor s 


que la inscrita en el sector AKO, que es menor que el área pro- 
puesta. 


$! [En el punto O, el arco OM]. 
6 Gr. kykloi; en realidad se refiere a «arcos de circunferencia» (cf. fi- 
gura). 
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COROLARIO 


10 A partir de esto es evidente que es posible trazar como se ha 
dicho una figura en torno al área indicada de manera que la fi- 
gura circunscrita sea mayor que (tal) área en menos que cual- 
quier área propuesta y, a la vez, inscribir (una figura) de modo 
que, de manera semejante, el área sea mayor que la figura ins- 

15 crita en menos que cualquier área propuesta. 


PROPOSICIÓN 22 


Si se toma el área comprendida por la espiral trazada en su 

segundo giro y, en la recta que es principio del giro, la recta 

20 segunda, es posible circunscribir a ella una figura plana com- 

puesta de sectores semejantes, e inscribir otra de modo que la 

figura circunscrita sea mayor que la inscrita en menos que 
cualquier área propuesta. 


Sea una espiral, en la que figura ABTAE, trazada en su se- 
25 gundo giro y sea el punto O el principio de la espiral y AO la 
recta principio del giro y, en 
la recta principio del giro, sea 
EA la recta segunda, y sea 
AH: el círculo segundo y 
ATH, ZI diámetros del mis- 
mo, mutuamente perpendicu- 
lares. 

Una vez cortado de nuevo 
por la mitad el ángulo recto y 
el sector que comprende el 
ángulo recto, el área restante 
será menor que la propuesta 
[Elem. X 1]. Y resulte el sector OK A menor que el área pro- 
puesta. Una vez divididos los ángulos rectos en ángulos iguales 


SOBRE LAS LÍNEAS ESPIRALES 53 


al comprendido por KOA y construido lo demás del mismo 
modo que en lo anterior [Prop. 21], la figura circunscrita será 
mayor que la figura inscrita en menos que el sector OKA, pues 
será mayor que el exceso en que el sector OKA excede al sec- 
tor OEP. 


COROLARIO 


Está claro, por consiguiente, que es posible tanto que la fi- 
gura circunscrita sea mayor que el área tomada en menos que el 
área propuesta como que, a la inversa, el área tomada sea mayor 
que la figura inscrita en menos que cualquier área propuesta. 

Por el mismo medio, está claro que si se toma el área com- 
prendida por la espiral trazada en cualquiera de sus giros y la 
recta (tomada en la que es) principio de la traslación denomina- 
da según ese mismo número, es posible circunscribirle una fi- 
gura plana como se ha indicado, de manera que la figura cir- 
cunserita sea mayor que el área tomada en menos que cualquier 
área propuesta y, a la vez, inscribir (otra) de manera que el área 
tomada sea mayor que la figura inscrita en menos que cualquier 
área propuesta. 


PROPOSICIÓN 23 


Si se toma el área comprendida por una espiral menor que 
la trazada en su primer giro —que no tenga por extremo el 
origen de la espiral— y por las rectas trazadas desde los extre- 
mos de la espiral, es posible circunscribir a (tal) área una figu- 
ra plana compuesta de sectores semejantes e inscribir otra, de 
manera que la figura circunscrita sea mayor que la inscrita en 
menos que cualquier área propuesta. 
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Sea una espiral en la que figura ABTAE, y sean sus extre- 
mos A, E, y sea © el origen de la espiral, y trácense AO, OE. 
Trácese un círculo con centro en O y radio OA, y corte a OE 
en Z. Cortando por la mitad repetidamente el ángulo de vértice 
en O y el sector OAZ, el área restante será menor que la pro- 
puesta. Sea el sector OAK menor que el área propuesta. 

Del mismo modo que en las 
demostraciones anteriores, trá- 
cense círculos que pasen por los 
puntos en los que las rectas que 
forman los ángulos iguales de 
vértice en O cortan a la espiral, 
de manera que cada uno de los ar- 
cos corte a la recta anterior y a la 
siguiente. Habrá una figura plana 
circunscrita al área comprendida 
por la espiral ABPAE y las rectas AO, OE, compuesta de secto- 
res semejantes, y otra circunscrita, y la circunscrita excede a la 
inscrita en un área menor que el área propuesta. Pues el sec- 
tor OAK es menor. 


COROLARIO 


A partir de esto, está claro que es posible circunscribir al 
área dicha una figura plana como se ha indicado, de manera que 
la figura circunscrita sea mayor que el área en un área menor 
que cualquier área propuesta y, a la vez, inscribir (otra) de ma- 
nera que el área indicada sea mayor que la figura inscrita en 
menos que cualquier área propuesta. 


© «De la espiral», se entiende. 
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PROPOSICIÓN 24 


El área comprendida por la espiral trazada en su primer 
giro y por la recta primera (tomada) en la recta principio del 
giro es la tercera parte del círculo primero”. 


Sea una espiral en la que figura ABPAEO, trazada en su 
primer giro, y sea el punto O el origen de la espiral, OA la recta 
primera (tomada) en la recta principio del giro y AKZHI el 
círculo primero, y sea el círculo en el que figura € la tercera 
parte de éste. 

Se ha de demostrar que el área propuesta es igual al círculo G. 

Pues si no, o bien es mayor o menor. 

Sea primero, si es posible, menor. 

Entonces, es posible circunscribir una figura plana com- 
puesta de sectores semejantes al área comprendida por la espi- 
ral ABPAEO y la recta OA de manera que la figura circunscrita 
sea mayor que el área en menos que el exceso en que excede el 
círculo G al área indicada [Prop. 21, corol.]. Circunscríbase, y 
sea OAK el mayor de los sectores que componen la figura indi- 
cada y GEO el menor. 

Es evidente, por tanto, que la figura circunscrita es menor 
que el círculo G [por hipót.]. Prolónguense las rectas que for- 
man los ángulos iguales con vértice en © hasta que incidan en 
la circunferencia del círculo. 

Hay unas líneas que desde O inciden en la espiral y que se 
exceden entre sí en lo mismo, de las cuales la mayor es OA y la 
menor OE, y la menor es igual al exceso. Y hay otras líneas que 
desde 0) inciden en la circunferencia del círculo, iguales en nú- 
mero a aquéllas e igual cada una en magnitud a la mayor, y a 
partir de todas ellas se han construido sectores semejantes, tan- 
to a partir de las que se exceden entre sí en lo mismo como a 


$4 En la carta que precede al tratado figura otro enunciado; Papo ofrece 
también una demostración de este aserto en Collectio Mathematica IV 34. 
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partir de las que son iguales entre sí y a la mayor. Luego (la 
suma de) los sectores construidos sobre las que son iguales a 
la mayor es menor que el triple de los sectores construidos so- 
bre las que se exceden entre sí en lo mismo —pues esto se ha 
demostrado [Prop. 10, corol.]—.Y (la suma de) los sectores 
construidos sobre las que son iguales entre sí y a la mayor es 
igual al círculo AZHI, mien- 
tras que (la suma de) los secto- 
res construidos sobre las que 
se exceden entre sí en lo mis- 
moes igual a la figura circuns- 
crita, Por tanto, el círculo AZHT 
es menor que el triple de la fi- 
gura circunscrita; pero era el 
triple del círculo €. Luego el cír- 
culo € sería menor que la figu- 
ra circunscrita; pero no lo es, 
sino que es mayor. 

Luego el área comprendi- 
da por la espiral ABTAEO y la 
recta A® no es menor que el 
área G. 

Y tampoco es mayor. 

Pues sea, si es posible, mayor. 

De nuevo, es posible inscribir una figura en el área com- 
prendida por la espiral ABTAEO y la recta AG de manera que 
el área indicada sea mayor que la figura inscrita en menos 
que aquello en lo que excede el área indicada al círculo € 
[Prop. 21, corol.]. Inscríbase, y sea OPE el mayor de los secto- 
res de que está compuesta la figura inscrita, y OOE el menor. Es 
evidente que la figura inscrita es mayor que el círculo G. Prolón- 
guense las rectas que forman los ángulos iguales con vértice 
en O hasta que incidan en la circunferencia del círculo. 

De nuevo hay ciertas líneas que se exceden entre sí en lo 
mismo, las que inciden en la espiral desde © [Prop. 12], de las 
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Ra 


5 


cuales OA es la mayor y OE la menor, y la menor es igual al 
exceso, y hay otras rectas, las que desde O inciden en la circun- 
ferencia del círculo AZHI iguales a aquéllas en número, y en 
magnitud igual cada una a la 
mayor, y se han construido 
sectores semejantes sobre to- 
das ellas, tanto sobre las que 
son iguales entre sí y a la ma- 
yor como sobre las que se ex- 
ceden entre sí en lo mismo. 
Por tanto (la suma de) los 
sectores construidos sobre las 
que son iguales a la mayor es 
mayor que el triple de (la 
suma de) los sectores cons- 
truidos sobre las que se exce- 
den entre sí en lo mismo, ex- 
cepto el construido sobre la 
mayor —pues esto se ha de- 
mostrado [Prop. 10, corol.]—. Y, por otro lado, (la suma de) los 25 
sectores construidos sobre las que son iguales a la mayor es 92 
igual al círculo AZHI, mientras que (la suma de) los construi- 
dos sobre las que se exceden entre sí en lo mismo, excepto el 
construido sobre la mayor, es igual a la figura inscrita. Por tanto 
el círculo AZHI es mayor que el triple de la figura inscrita; y es 
el triple del círculo G. Luego el círculo G es mayor que la figura 
inscrita. Pero no lo es, sino que es menor. 

Luego el área comprendida por la espiral ABTAEO y la rec- 
ta AG tampoco es mayor que el círculo G. Luego es igual*. 10 


ah 


65 [Al área comprendida por la espiral y la recta AO}. 
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PROPOSICIÓN 25 


El área comprendida por la espiral trazada en su segundo 
giro y por la recta segunda (tomada) en la recta principio del 
15_ giro, guarda con el círculo segundo la misma razón que guarda 
7 con 12, que es la misma que guarda la suma del rectángulo 
comprendido por el radio del círculo segundo y el radio del 
20 círculo primero más la tercera parte del cuadrado construido 
sobre el exceso en que excede el radio del círculo segundo al 
radio del círculo primero con el cuadrado construido sobre 
el radio del círculo segundo“, 


Sea una espiral en la que figura ABTAE, trazada en su se- 
25 gundo giro, y sea el punto O el origen de la espiral, y la recta OE 
Una recta primera (tomada) en la recta principio del giro, y AE 
la recta segunda en la recta principio del giro, y sea AZHI el 
círculo segundo, y AH, IZ diámetros 
de éste perpendiculares entre sí. 

Se ha de demostrar que el área 
comprendida por la espiral ABTAE 
y la recta AE guarda con el círcu- 
lo AZHI la razón de 7 a 12. 

Sea un círculo G y sea el cuadrado 
construido sobre el radio del círculo G 
igual al rectángulo comprendido por 
AO, OE más la tercera parte del cua- 
drado construido sobre AE. El círculo 
G guardará con el AZHI la razón de 7 
a 12, puesto que el cuadrado de su radio guarda esa razón cqn el 
cuadrado del radio del círculo AZHI" [Elem. XII 2]. 


Llamando E, al área comprendida por la espiral y la recta segunda, C al 
círculo primero y R, a su radio y C, al círculo segundo y R, a su radio, lo que 
se quiere demostrar es que E,:0,:7:12::(R,xR)+ [R, -R } 73]: R}. 

$? En aplicación de Elem. XII 2, G: AZHI : AG x OE + (1⁄3 AE?):: ae, y 
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Por tanto, se demostrará que el círculo G es igual al área 
comprendida por la espiral ABTAE y la recta AE. 

Pues si no, o bien es mayor o menor. 

Sea primero, sí es posible, mayor. 

Es posible circunscribir al área una figura plana compuesta 
de sectores semejantes de modo que la figura circunscrita sea 
mayor que el área en menos que aquello en lo que excede el 
círculo C al área [Prop. 22, corol.]. Circunscríbase, y de los sec- 
tores que componen el área circunscrita sea OAK el mayor 
y OOA el menor. Es evidente que la figura circunscrita es 
menor que el círculo. Prolónguense las rectas que forman los 
ángulos iguales con vértice en O hasta que incidan en la circun- 
ferencia del segundo círculo. i 

Hay ciertas líneas que se exceden entre sí en lo mismo [Prop. 
12], las que inciden en la espiral desde O, de las cuales la mayor 
es OA y la menor OE, y hay otras rectas, las que desde O inci- 
den en la circunferencia del círculo AZHI, en número menores 
en Una que aquéllas y en magnitud iguales entre sí y a la mayor, 
y se han construido sectores semejantes sobre las que son igua- 
les a la mayor y sobre las que se exceden entre sí en lo mismo, 
pero no se ha construido (ninguno) sobre la menor. Luego (la 
suma de) los sectores construidos sobre las que son iguales a 
la mayor guarda con (la suma de) los sectores construidos sobre 
las que se exceden entre sí en lo mismo menos (el construi- 
do sobre) la menor una razón menor que el cuadrado construido 
sobre la mayor, OA, con la suma del rectángulo comprendido 
por AO, OE más la tercera parte del cuadrado de lado EA 
—pues esto se ha demostrado [Prop. 11, corol.]—. Y el círculo 
AZHI es igual a (la suma de) los sectores construidos sobre las 
que son iguales entre sí y a la mayor, mientras que la figura 
circunscrita es igual a (la suma de) los sectores construidos a 
partir de las que se exceden entre sí en lo mismo menos (el 


de acuerdo con la proposición 15, OE = AE; por tanto, 2 OE? + (1/3 OE?) :: 4 
AF :: 6 OFP + 0E? :: 12 AE?:: 7: 12. 
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construido sobre) la menor. Luego el círculo guarda con la figu- | 


ra circunscrita una razón menor que la del cuadrado de lado AO 
con la suma del rectángulo comprendido por AO, OE más la 
tercera parte del cuadrado de lado AE. Y la razón que guarda el 


cuadrado de lado OA con (la suma del) rectángulo comprendi- ' 


do por OA, OE más la tercera parte del cuadrado de lado AE es 


la que guarda el círculo AZHI con el círculo € [Elem. V 7, co- ' 
rol.]. Por tanto, el círculo AZHI guarda con la figura circunscri- | 
ta una razón menor que con el círculo &. De modo que el círcu- | 
lo G es menor que la figura circunscrita [Elem. V 10]. Pero no lo | 


es, sino que es mayor. 

Luego el círculo 4 no es mayor que el área comprendida por 
la espiral ABTAE y la recta AE$, 

Y tampoco es menor. 

Pues sea, si es posible, menor. 


De nuevo, es posible inscribir en el área comprendida por la ` 


espiral y la recta AE una figura plana compuesta de sectores 
semejantes de manera que el área comprendida por la espi- 
ral ABTAE y la recta AE sea mayor que la figura inscrita en 
menos que aquello en lo que excede esa misma área al círculo G 
[Prop. 22, corol.]. Inscríbase, y sea OKP el mayor de los secto- 
res que componen la figura inscrita y OEO el menor”. Es eviden- 
te que la figura inscrita es mayor que el círculo G. Prolónguense 
las rectas que forman los ángulos iguales con vértice en O hasta 
que incidan en la circunferencia del círculo. 

De nuevo hay unas líneas que se exceden entre sí en lo mis- 
mo, las que desde O inciden en la espiral [Prop. 12], de las 


8 Por errata figura «AZ» en el texto griego de Heiberg; en la versión latina, 
sin embargo, aparece correctamente «AE». El texto griego y la versión france- 
sa de Mugler contienen la misma errata. Sin embargo, todo aparece correcta- 
mente en la segunda parte de la demostración (11 100 10). 

6 En la figura correspondiente a esta parte de la demostración, la edición 
de Heiberg —seguido por Mugler— presenta como ZZ el diámetro del círculo 
que en nuestra figura aparece como Zi; corregimos esa anomalía siguiendo a 
Ver Eecke. 
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cuales la mayor es OA y la menor OE y hay otras líneas, las que is 


desde O inciden en la circunferencia del círculo, en número 
inferiores en una a aquéllas y en magnitud iguales entre sí y ala 
mayor, y se han construido sec- 
tores semejantes sobre las que 
se exceden entre sí en lo mismo 
y sobre las que son iguales a la 
mayor. Luego (la suma de) los 
sectores construidos sobre las 
que son iguales a la mayor guar- 
da con (la suma de) los sectores 
construidos sobre las que se ex- 
ceden entre sí en lo mismo me- 
nos el construido sobre la ma- 
yor una razón mayor que el 
cuadrado de lado OA con la 
suma del rectángulo compren- 
dido por AO, OE más la tercera 
parte del cuadrado de lado EA 
[Prop. 11, corol.]. Y la figura 
inscrita en el área es igual a (la suma de) los sectores construi- 
dos sobre las que se exceden entre sí en lo mismo menos el 
construido sobre la mayor, mientras que el círculo es igual a (la 
suma de) los otros sectores. Por tanto, el círculo AZHI guarda 
con la figura inscrita una razón mayor que el cuadrado de lado 
OA con (la suma del) rectángulo comprendido por GA, OE más 
la tercera parte del cuadrado de lado AE, es decir, mayor que (la 
que guarda) el círculo AZHI con el círculo G. Luego el círculo 
G es mayor que la figura inscrita [Elem. V 10]. Lo cual es impo- 
sible, pues era menor. 

Luego el círculo G tampoco es menor que el área comprendi- 
da por la espiral ABTAE y la recta AE. De modo que es igual. 
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COROLARIO 


Por el mismo medio se demostrará también que el área com- 
prendida por la espiral trazada en cualquiera de sus giros y la 
recta denominada según el mismo numero que el giro, guarda 
con el círculo denominado según el mismo número que el giro 
la (misma) razón que la suma del rectángulo comprendido por 
el radio del círculo del mismo número y el radio del círculo de 
un número inferior en uno al de los giros más la tercera parte del 
cuadrado construido sobre el exceso en que excede el radio 
del círculo mayor de los indicados al radio del círculo menor de 
los indicados, con el cuadrado construido sobre el radio del cír- 
culo mayor de los indicados”. 


PROPOSICIÓN 26 


El área comprendida por la espiral menor que la trazada en 
un giro, que no tenga por extremo el origen de la espiral, y por 
las rectas trazadas desde sus extremos hasta el origen de la 
espiral, guarda con el sector que tiene el radio igual a la mayor 
de las rectas trazadas desde los extremos hasta el origen de la 
espiral y el arco que queda entre las rectas indicadas hacia el 
lado de la espiral, la misma razón que guarda (la suma del) 
rectángulo comprendido por las rectas trazadas desde los ex- 
tremos hasta el origen de la espiral más la tercera parte del 
cuadrado construido sobre el exceso en que excede la mayor de 
las rectas indicadas a la menor con el cuadrado construido 
sobre la mayor de las rectas que unen los extremos con el ori- 
gen de la espiral". 


7 Generalizando el resultado de la proposición, resulta la fórmula E, : C, :: 
(RAR JAR RJ 3] RA 

1! Sea E, el segmento de espiral menor que un círculo, S el segmento de 
círculo descrito en la hipótesis y R, y R, (con R, <R,) las rectas trazadas desde 
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Sea una espiral en la que figura ABTAE, trazada en menos 
de un giro, y sean sus extremos A, E, y sea el punto O el origen 
de la espiral, y con centro en O y radio OA trácese un círculo € 
incida OE en su circunferencia en el punto Z. 

Se ha de demostrar que el área comprendida por la espiral 
ABTAE y las rectas AO, OE guarda con el sector AOZ la mis- 
ma razón que guarda la suma del rectángulo comprendido por 
AO), OE más la tercera parte del cuadrado construido sobre EZ, 
con el cuadrado construido sobre OA. 

Sea un círculo en el que figura GX el cuadrado de cuyo radio 
sea igual al rectángulo comprendido por AG, OE más la tercera 
parte del cuadrado construido sobre EZ, y con vértice en su cen- 
tro un ángulo igual al de vértice en O. 

El sector GX guarda con el sector 
OAZ la misma razón que el rectángu- 
lo comprendido por AO, OE más la 
tercera parte del cuadrado construido 
sobre EZ con el cuadrado construi- 
do sobre OA, pues los cuadrados cons- 
truidos sobre sus radios guardan entre 
sí esa razón. 

Se demostrará que el sector XS es 
igual al área comprendida por la espi- 
ral ABTAE y las rectas AO, OE. 

Pues si no, es mayor o menor. 

Sea primero, si es posible, mayor. 

Es posible circunscribir al área indicada una figura plana 
compuesta de sectores semejantes de manera que la figura cir- 
cunscrita sea mayor que el área indicada en menos que aquello 
en lo que el sector GX excede al área indicada [Prop. 23, corol.]. 
Circunscríbase, y sea OAK el mayor de los sectores de que está 
compuesta, y OO A el menor. Así pues, es evidente que la figura 


el origen de la espiral que delimitan el segmento de espiral; se pretende demos- 
trar que E :S :: R, x R, + [1/3 (BR RARA 
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circunscrita es menor que el sector XG. Trácense las rectas que 
forman los ángulos iguales con vértice en O hasta que incidan 
en el arco del sector OAZ. Entonces hay unas rectas que se ex- 
ceden entre sí en lo mismo, las que desde O cortan a la espiral 
[Prop. 12], de las cuales OA es la mayor y OE la menor, y hay 
otras rectas en número menor en uno que aquéllas, y en magni- 
tud iguales entre sí y a la mayor, las que desde O inciden en el 
arco del sector AOZ, menos OZ, y se han construido sectores 
semejantes sobre todas las que son iguales entre sí y a la mayor 
y sobre las que se exceden entre sí en lo mismo, pero no se ha 
construido ninguno sobre OE, Por tanto, los sectores construi- 
dos sobre las que son iguales entre sí y a la mayor guardan con 
los sectores construidos sobre las que se exceden entre sí en lo 
mismo menos el sector construido sobre la menor una razón 
menor que el cuadrado de lado OA con (la suma del) rectángu- 
lo comprendido por AO, OE más la tercera parte del cuadrado 
de lado EZ [Prop. 11, corol.]. Y el sector ®AZ es igual a (la 
suma de) los sectores construidos sobre las que son iguales en- 
tre sí y a la mayor, mientras que la figura circunscrita lo es a (la 
suma de) los sectores construidos sobre las que se exceden en- 
tre sí en lo mismo. Por tanto, el sector OAZ guarda con la figu- 
ra circunscrita una razón menor que el cuadrado de lado OA 
con la suma del rectángulo comprendido por OA, OE más la 
tercera parte del cuadrado de lado ZE. Y la razón que guarda el 
cuadrado de lado OA con la suma indicada es la misma que la 
que guarda el sector OAZ con el sector XG. De modo que el 
sector XG es menor que la figura circunscrita [Elem. V 10]. Pero 
no lo es, sino que es mayor. 

Por tanto, el sector XG no será mayor que el área compren- 
dida por la espiral ABTAE y las rectas AQ, OE. 

Y tampoco es menor. 

Pues sea menor, y constrúyase lo demás igual. 

De nuevo es posible inscribir en el área una figura plana 
compuesta de sectores semejantes, de manera que el área indi- 
cada sea mayor que la figura inscrita en menos que aquello en 
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lo que esa misma área excede al sector XG [Prop. 23, corol.]. 
Inscríbase, y sea OBT el mayor de los sectores de que se com- 
pone la figura inscrita y OOE el menor. 
Es evidente, por tanto, que la figura ins- 
crita es mayor que el sector XG. Por tan- 
to, de nuevo hay ciertas líneas que se 
exceden unas a otras en lo mismo, las 
que desde 0 inciden en la espiral [Prop. 
12], de las cuales OA es la mayor y OE 
la menor, y hay también otras líneas que 
desde © inciden en el arco del sector 
OAZ, excepto la OA, en número meno- 
res en una que las que se exceden unas a 
otras en lo mismo y en magnitud iguales 
entre sí y a la mayor, y sobre cada una se 
han construido sectores semejantes, pero no se ha construido 
(ninguno) sobre la mayor de las que se exceden unas a otras en 
lo mismo. Por tanto, (la suma de) los sectores construidos sobre 
las que son iguales entre sí y a la mayor guarda con (la suma de) 
los sectores construidos sobre las que se exceden unas a otras 
en lo mismo menos el construido sobre la mayor, una razón 
mayor que el cuadrado de lado OA con (la suma del) rectángu- 
lo comprendido por OA, OE más la tercera parte del cuadrado 
de lado EZ (Prop. 11, corol.]. De manera que también el sector 
GAZ guarda con la figura inscrita una razón mayor que con el 
sector XG. De modo que el sector XG es mayor que la figura 
inscrita [Elem. V 10]. Pero no lo es, sino que es menor. 

Luego el sector XG tampoco es menor que el área compren- 
dida por la espiral ABTAE y las rectas AO, OE. Luego es 
igual. , 
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PROPOSICIÓN 27 


De las áreas comprendidas por las espirales y las rectas (to- ` 
madas en la que es principio) del giro, la tercera es el doble de la | 


segunda; la cuarta, el triple; la quinta, el cuádruple, y así sucesi- 
vamente, la siguiente será múltiplo de la segunda según la serie 
de los números, y la primera área es la sexta parte de la segunda, 


Sea la espiral propuesta trazada en su primer giro, en el se- . 


gundo y en los siguientes en un número cualquiera, y sea el 


punto O el origen de la espiral, y la recta OE el principio del | 


giro, y de las áreas sea K la pri- 
mera, A la segunda, M la tercera, 
N la cuarta, Z la quinta. 

Se ha de demostrar que el 
área K es la sexta parte de la si- 
guiente; M el doble de A; N el 
triple de A; y la siguiente en la 
sucesión, múltiplo de A según la 
serie de los números. 

Que K es la sexta parte de A se demuestra así: 

Puesto que se ha demostrado que el área KA guarda con el 
círculo segundo la misma razón que guarda 7 con 12 [Prop. 
257”, el segundo círculo guarda con el primer círculo la razón 
de 12 a 3, pues está claro. Y el primer círculo guarda con el área 
K la razón de 3 a 1 [Prop. 243, luego el área K es un sexto de A. 
Y a la vez, se ha demostrado que el área KAM guarda con el 
tercer círculo la misma razón que guarda la suma del rectángu- 
lo comprendido por POB más la tercera parte del cuadrado de 
lado FB con el cuadrado de lado TO [Prop. 25, corol.]. Y el 
tercer círculo guarda con el segundo círculo la razón del cua- 
drado de lado TO al cuadrado de lado OB [Elem. XII 2], mien- 
tras que el segundo círculo guarda con el área KA la razón del 


72 En aplicación de Elem. XII 2, dado que OB = 20A. 
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cuadrado de lado BO con la suma del rectángulo comprendido 
por BO, OA más la tercera parte del cuadrado de lado AB [Prop. 
25]. Luego también el área (suma de) KAM guarda con el área 
(suma de) KA la razón de (la suma) del rectángulo comprendi- 
do por PO, OB más la tercera parte del cuadrado de lado TB con 
(la suma) del rectángulo comprendido por BO, OA más la ter- 
cera parte del cuadrado de lado AB. Y éstas guardan entre sí la 
razón de 19 a 7. De manera que también el área KAM guarda 
con el área AK?” la misma razón que 19 a 7. Luego la propia 
área M guarda con el área KA la razón de 12 a 7 [Elem. V 17]. 
Y el área KA guarda con el área A la razón de 7 a 6. Por tanto 
es evidente que M es el doble de A [Elem. V 22]. 

Y se demostrará que las áreas siguientes guardan” la razón 
de los números sucesivos: 

Pues el área KAMNZ guarda con el círculo cuyo radio es 
GE la misma razón que la que guarda la suma del rectángulo 
comprendido por EO, OA más la tercera parte del cuadrado de 
lado AE con el cuadrado de lado OE [Prop. 25, corol.]. Y el 
círculo cuyo radio es OE guarda con el círculo cuyo radio es 
GA la misma razón que el cuadrado de lado OE con el cuadrado 
de lado OA [Elem. XII 2], mientras que el círculo cuyo radio es 
AO guarda con el área KAMN la misma razón que el cuadrado 
de lado GA con la suma del rectángulo comprendido por OA, 
OT más la tercera parte del cuadrado de lado AT [Prop. 25, co- 
rol.]. Por tanto, el área KAMNZ guarda con el área KAMN la 
razón que guarda (la suma del) rectángulo OE, OA más la ter- 
cera parte del cuadrado de lado AE con (la suma del) rectángulo 
AO, OT más la tercera parte del cuadrado de lado AT. Por des- 
«e-nposición”*, también el área Z guarda con el área KAMN la 


13 Como más atrás, se refiere a las áreas resultantes de la suma de las áreas 
mencionadas. Las referencias semejantes a éstas que se hacen más adelante en 
vsta misma proposición deben entenderse en el mismo sentido. 

74 Sobreentiéndase «con el área A». 

75 Si ciertas magnitudes son proporcionales en composición —es decir, to- 
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razón del exceso entre (la suma) del rectángulo comprendido | 
por EO, OA más la tercera parte del cuadrado de lado EA y (la 
suma) del rectángulo comprendido por AO, OT más la tercera 
parte del cuadrado de lado PA con (la suma) del rectángulo 
comprendido por AO, OT más la tercera parte del cuadrado de ` 
lado AT. Por tanto una suma excede a la otra en lo mismo que 
el rectángulo comprendido por EOA al comprendido por AOT, 
y lo excede en el rectángulo comprendido por AO, TE. 


Luego el área Z guarda con el área KAMN la razón del rec- 
tángulo comprendido por OA, PE con el comprendido por AO, ' 


OT más la tercera parte del cuadrado de lado TA. 
Por los mismos razonamientos se demostrará también que el 
área N guarda con el área KAM la misma razón que el rectángu- 


lo comprendido por OT, BA con la suma del rectángulo com- ' 
prendido por TOB más la tercera parte del cuadrado de lado FE. ' 

Luego el área N guarda con el área KAMN la misma razón que ' 
el rectángulo comprendido por OT, BA con (la suma del) rectángu- | 
lo comprendido por OT”, BA más el rectángulo comprendido por | 


ar, OB más la tercera parte del cuadrado de lado TB”, Y (la suma 


de) estas áreas” es igual a (la suma) del rectángulo comprendido 4 
por AO, OT más la tercera parte del cuadrado de lado TA. Puesto | 


que el área E guarda con K AMN la misma razón que el rectángulo 
comprendido por OA, TE con la suma del rectángulo AOT más la 
tercera parte del cuadrado de lado TA, y el área KAMN guarda con 
N la razón de la suma del rectángulo AOT más la tercera parte del 
cuadrado de lado TA con el rectángulo comprendido por OT, AB 
[Elem. V 7, corol.], entonces É guarda con N la misma razón que 
el rectángulo comprendido por OA, TE con el rectángulo com- 


prendido por OT, AB [Elem. V 22]. Y el rectángulo comprendido ` 


mando la suma del antecedente más el consecuente como una sola magnitud | 
respecto al consecuente—, también lo son al descomponerlas, cf. vol I, Intro- ' 


ducción, pág. 52, : 
76 [Y lo mismo tomando la proporción invertida]. 
77 Es decir, K +A + M+N. 
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por OA, TE guarda con el rectángulo comprendido por OP, AB la 
misma razón que OA con OT, puesto que PE, BA son iguales. 

Está claro por tanto que también guarda con N la misma 
razón que OA con OF. 

Del mismo modo se demostrará también que N guarda con 
M la misma razón que OT con OB, y que M guarda con A la 
razón de BO a AO. Y las rectas” AO, TO, BO, AO están en 
la razón de los números consecutivos. 


PROPOSICIÓN 28 


Si en una espiral trazada en cualquiera de sus giros se to- 
man dos puntos que no sean los extremos y desde los puntos 
tomados se trazan rectas hasta el origen de la espiral, y con 
centro en el origen de la espiral y radios las rectas trazadas 
desde los puntos hasta el origen de la espiral se trazan círculos, 
el área comprendida por el mayor de los arcos de los que están 
entre las rectas y (el segmento de) la espiral que queda entre 
esas mismas rectas y la recta prolongada” guardará con el 
área comprendida por el arco menor y la misma espiral y las 
rectas que unen sus extremos, la misma razón que el radio del 
círculo menor más dos tercios del exceso en que excede el radio 
del círculo mayor al radio del círculo menor, con el radio del 
círculo menor más un tercio de ese mismo exceso*, 


7 [E0]. 

” Falta la indicación de que el radio del círculo menor ha de prolongarse 
hasta la circunferencia del círculo mayor: ésa sería la «recta prolongada» a que 
se refiere el texto. 

* Si llamamos R al radio del círculo mayor, r al radio del círculo menor; S 
al segmento comprendido por el círculo mayor, la espiral y la prolongación del 
radio menor; y s al segmento comprendido por la espiral, el arco de círculo 
menor y la parte del radio mayor comprendida entre el círculo menor y el pun- 
to de corte de la espiral y el círculo mayor, se trata de demostrar que S : s :: r + 
2/3(R —r):r-- 1/3(R--r). 
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Sea una espiral en la que figura ABTA trazada en un giro, y 
tómense en ella dos puntos A, T de manera que el punto O sea 
el origen de la espiral, y desde A, F trácense rectas hasta O, y 

con centro en O y con OA, OP 
Fá como radios trácense círcu- 
los. 

Se ha de demostrar que el 
área Z guarda con el área IT 
la misma razón que guarda la 
suma de AO más dos tercios 
de HA con la suma de AO y 
un tercio de HA. 

Se ha demostrado que el 
área NIT guarda con el sector 
HIO la misma razón que 
guarda (la suma del> rectángulo comprendido por HO, AO más 
la tercera parte del cuadrado de lado AH con el cuadrado de 
lado HO [Prop. 26]. Luego la propia área Z guarda con el área 
NI la misma razón que el rectángulo OAH más dos tercios del 
cuadrado de lado HA con la suma del rectángulo comprendido 
por AOH más la tercera parte del cuadrado de lado HA. Y pues- 
to que el área NIT guarda con el sector NITZ la misma razón 
que la suma del rectángulo comprendido por OA, OH más la 
tercera parte del cuadrado de lado HA con el cuadrado de lado 
OH, mientras que el sector NITZ guarda con el sector N la mis- 
ma razón que el cuadrado de lado OH con el cuadrado de lado 
OA, entonces también el área NTÍ guardará con el área N la 
misma razón que guarda la suma del rectángulo comprendido 
por OA, OH más la tercera parte del cuadrado de lado HA con 
el cuadrado de lado OA [Elem. V 22]. Por tanto el área NII 
guarda con el área [I la razón que guarda la suma del rectángu- 
lo comprendido por HOA más la tercera parte del cuadrado de 
lado HA con la suma del rectángulo comprendido por HA, OA 
más la tercera parte del cuadrado de lado HA. Entonces, puesto 
que el área Z guarda con el área NII la misma razón que guarda 


4 
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la suma del rectángulo comprendido por 0/AH más dos tercios 
del cuadrado de lado HA con la suma del rectángulo compren- 
dido por HOA más la tercera parte del cuadrado de lado HA, 
mientras que el área NIT guarda con el área 11 la misma razón 
que la suma del rectángulo comprendido por HOA más la ter- 
cera parte del cuadrado de lado HA con la suma del rectángulo 
comprendido por HAO más la tercera parte del cuadrado de 
lado HA [£lem. V 22], entonces también Z guardará con IT la 
misma razón que guarda la suma del rectángulo OAH más dos 
tercios del cuadrado de lado HA con la suma del rectángulo 
comprendido por 0AH más la tercera parte del cuadrado de 
lado HA. Y la suma del rectángulo comprendido por QAH más 
dos tercios del cuadrado de lado HA guarda con la suma del 
rectángulo comprendido por QAH más la tercera parte del cua- 
drado de lado HA la misma razón que guarda la suma de la 
recta OA más dos tercios de la HA, con la suma de la recta OA 
más la tercera parte de la HA, 

Es evidente por tanto que también el área Z guarda con el 
área II la misma razón que la suma de la recta OA más dos 
tercios de la recta HA con la suma de la recta OA más la tercera 
parte de la recta HA. 
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SOBRE EL EQUILIBRIO 
DE LAS FIGURAS PLANAS 
O LOS CENTROS DE GRAVEDAD 
DE LAS FIGURAS PLANAS 


INTRODUCCIÓN 


Con los dos libros Sobre el equilibrio de las figuras planas 
se inicia para la cultura occidental la física matemática, pues 
contiene el primer caso de aplicación sistemática de los conoci- 
mientos geométricos al mundo material. La alternativa metodo- 
lógica que supuso esta obra queda puesta de relieve cuando la 
comparamos con los desarrollos previos de la mecánica y la físi- 
ca en el mundo griego. El método empleado por Arquímedes, 
puramente matemático, no tiene nada que ver con las anteriores 
líneas de desarrollo de la Mecánica griega, a las que tenemos 
acceso mediante las noticias sobre las construcciones instru- 
mentales de Arquitas, el enfoque puramente racional y teórico 
que se plasma en la Física aristotélica o la observación curiosa y 
las explicaciones ingenuas de la Mecánica pseudo-aristotélica?. 


! Son varios los problemas de esta última obra que se ocupan de asuntos re- 
lacionados con el equilibrio, la balanza y la palanca —de la que se dice que 
«viene a ser una balanza que tiene abajo el soporte y dividida en partes desigua- 
les» (850a 34-35)—. En concreto, el tratadista afirma en el problema 3 que, en el 
funcionamiento de la palanca, «están en proporción inversa el peso movido res- 
pecto al que mueve y la longitud respecto a la longitud», anticipación de lo que 
se considera la aportación fundamental de Arquímedes en el presente tratado. 

Para la contribución más señalada de Arquitas a la matemática y la mecá- 
nica —su solución del problema délico—, cf. vol. I, págs. 376-378; la Física y 
la Mecánica mencionadas están traducidas en esta misma colección, respecti- 
vamente BCG 203 y BCG 277. 
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El tratado no contiene definiciones, verdadera anomalía res- 
pecto a la forma canónica del tratado matemático, como se pue- 
de ver en los Elementos de Euclides, en los restantes tratados de 
Arquímedes y en la obra de Apolonio. También Eutocio, cuando 
comentó la obra a principios del siglo vı, ya las echó en falta; por 
eso al principio de su Comentario (264, 10-15) se cree en la ne- 
cesidad de aclarar: «Arquímedes en este libro considera centro 
de inclinación? de una (figura) plana al punto colgada del cual 
permanece paralela al horizonte, y centro de peso o de gravedad 
al punto colgada del cual la balanza está paralela al horizonte». 

La ausencia de definiciones ha servido de argumento para 
afirmar que el Libro I del Equilibrio de las figuras planas puede 
ser una forma abreviada de alguna otra de las obras no conser- 
vadas de Arquímedes sobre estas mismas cuestiones, pues él 
mismo menciona repetidamente títulos de trabajos no conser- 
vados —Elementos de Mecánica y Equilibrios*— que podrían 
referirse a otra u otras obras sobre mecánica, como sostuvieron 
Heath y Heiberg. Basándose en ese planteamiento, A. G. Drach- 
mann’ estudió los textos sobre mecánica de Herón y Papo y, 
comparándolos entre sí y con los datos de otras fuentes, intentó 
entresacar la parte de los mismos que tiene su origen en Arquí- 
medes. Por ese medio llegó a la conclusión de que debieron de 
ser tres las obras perdidas de Arquímedes sobre estas cuestiones: 
una sobre los centros de gravedad, relacionada con el Libro I 
del Equilibrio de las figuras planas, otra sobre las balanzas 
—uyo título se nos ha conservado en griego —Perl zygón—, y 
una tercera, sobre los apoyos, mencionada solamente por He- 


2 Designado con la expresión kéntron rhopés —referida al movimiento in- 
ducido por la gravedad que desplaza el cuerpo hacia abajo—, frente a la expre- 
sión kéntron báreos («centro de gravedad») que usa Arquímedes. 

3 Cita esos títulos en Cuerpos Flotantes 1 2 (respectivamente en 350, 14 y 
350, 21-22); en Método 1 (438, 2) se refiere a obras sobre el mismo tema lla- 
mándolos «los libros sobre el equilibrio». 

* «Fragments from Archimedes in Herons Mechanics», Centaurus 8 
(1963) 91-146. 
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rón. Otros autores —Toeplitz, Stein, Dijksterhuis— entienden 
que también cabe que las definiciones —«centro de gravedad», 
«peso», «estar en equilibrio»— sean otras tantas incógnitas 
para cuya resolución los postulados sirven como ecuación. 
Dijksterhuis, en concreto, propone la explicación de que Ar- 
químedes tenía en mente una balanza ideal, que él veía mental- 
mente inclinada o en equilibrio por obra de pesos (en forma de 
figuras planimétricas) colgados de ella, de tal modo que los 
postulados no contienen sino la formulación de los resultados 
de las observaciones más simples que estaba en su mano hacer 
bajo esa óptica, y que la claridad de las imágenes así obtenidas 
anuló el deseo de ofrecer definiciones abstractas de los térmi- 
nos empleados’. 

J. L. Berggren no hace especial hincapié en ese hecho, pero, 
aplicándose a la estructura, estilo y contenido del Libro I, duda 
de la autoría de Arquímedes para el mismo, al menos en la pre- 
sente forma. Aunque su postura resulta chocante por la diver- 
gencia manifiesta con la de otros tratadistas, merece la pena pre- 
sentar al menos los datos más significativos que expone. En 
primer lugar, lo que Heiberg edita como postulados y proposi- 
ciones 1 y 2 no presenta numeración en los manuscritos —que 
dan el número 1 a lo que Heiberg llama proposición 3—, y las 
referencias de Eutocio coinciden con las de la tradición —es 
decir, Eutocio llama proposición 4 a la que los manuscritos lla- 
man proposición 4—, el carácter introductorio de esa parte ini- 
cial le hace pensar que se trata de un simple prefacio introducido 
enel texto por un compilador. Además, el análisis de la conexión 
lógica entre los postulados y las demostraciones hace ver que 
los postulados 2 y 3 no se utilizan en absoluto en las demostra- 
ciones; el contraste a ese respecto entre la presente obra y el 
tratado Sobre las líneas espirales deja patente la anomalía. En 


$ Cf. DUKSTERHUS, op. cit., págs. 294-298. 
$ «Spurious Theorems in Archimedes’ Equilibrium of Planes: Book I», Ar- 
chiv for History of Exact Sciences 16 (1976) 87-103, 
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cuanto a la prueba de la ley de la palanca en las proposiciones 6 ' 


y 7, de cuyas dificultades haremos mención más adelante, Berg- 
gren trae a colación dos testimonios, el Liber de Canonio y un 
texto en árabe que lleva por título Libro de Euclides sobre la 


balanza, textos ambos que contienen la afirmación de que esta ; 


ley ya había sido probada por Euclides. Basándose en todo ello, 
Berggren llega a afirmar que «su forma presente es la de un tex- 
to escolar», y que, en su opinión, «no es una obra auténtica de 
Arquímedes». El último aserto parece excesivo, teniendo en 
cuenta que el Libro I está bien documentado en la tradición ma- 
nuscrita, pero sus argumentos, densos, pero claros y concisos, 
no dejan de ser convincentes. Caso de ser cierta su suposición, 
hay que situar la refección del Libro 1 en fecha anterior a la de 
Eutocio, pues éste lo conoció en la misma forma que nosotros. 
Para el Libro H entiende que «presenta todos los si gnos de ser 
un buen texto de origen auténticamente arquimedeo» 

Sea lo que sea de esta cuestión de autenticidad, tal y como 
nos ha llegado el tratado, el Libro I se abre con siete postulados 
cuya calidad de tales ya fue puesta en duda en época antigua; 
Eutocio nos transmite la noticia de que Gémino reclamaba que 
Arquímedes había llamado «postulados» a los «axiomas», pues 
«que los pesos iguales a distancias iguales están en equilibrio es 
un axioma, igual que lo de después»; Proclo se expresa en el mis- 
mo sentido: «Arquímedes al empezar los Eguilibrios dice: “Pos- 
tulamos que los pesos iguales están en equilibrio a distancias 
iguales”. Sin embargo, cualquiera llamaría a eso un axioma»?. 

Tras los postulados vienen quince proposiciones en las que 
haciendo uso de una balanza ideal que nunca menciona y con- 
siderando unas figuras planas que son en realidad sólidos apla- 
nados de densidad homogénea, prueba que los pesos en equili- 
brio a distancias iguales son iguales (prop. 1), que los pesos 
desiguales a distancias iguales no están en equilibrio, sino que 


* Eurocio, Com, al Libro 1 del Equilibrio de las figuras planas, 266 1-5; 
ProcLo, {n Euclidis, 181, 18. 


INTRODUCCIÓN 79 


se producirá una inclinación hacia el mayor (prop. 2) y que los ' 
pesos desiguales a distancias desiguales estarán en equilibrio 
con el peso mayor pendiente de la distancia menor (prop. 3). En 
las dos proposiciones siguientes se determinan los centros de 
gravedad de la suma de dos y tres magnitudes iguales; siguen 
dos corolarios que generalizan estos resultados para números 
pares e impares de magnitudes. 

La proposición 6 contiene lo que se considera el más impor- 
tante de los resultados obtenidos por Arquímedes: la propor- 
ción inversa entre los brazos de la balanza en equilibrio y los 
pesos de las magnitudes conmensurables correspondientes (en 
la prop. 7 extiende la demostración al caso de las magnitudes 
inconmensurables). El argumento empleado para demostrar la 
tesis propuesta en esta proposición, fundamental no sólo para el 
desarrollo de lo expuesto en este tratado, sino también en Sobre 
los cuerpos flotantes, fue considerado un paralogismo por el 
historiador de la mecánica E. Mach; Dijksterhuis, cuyo razona- 
miento viene siendo admitido unánimemente, opone que Ar- 
químedes basó esta prueba en la premisa de que la influencia de 
un peso suspendido de una balanza en equilibrio depende del 
peso del cuerpo y de la posición de su centro de gravedad, pre- 
misa que había explicitado en su postulado 6, en donde había 
afirmado que el equilibrio de la balanza no se altera si los pesos 
suspendidos de ella son sustituidos por otros pesos iguales a los 
primeros y suspendidos de los mismos lugares’. 

En la prop. 8 determina el centro de gravedad de una mag- 
nitud de la que se resta una parte, y en las siguientes proposicio- 
nes, hasta el final del tratado, se investigan los centros de grave- 
dad del triángulo, el paralelogramo y el trapecio. 

Si al Libro I le cuadra bien el título por el que hoy lo conoce- 
mos, al Libro Il, sin embargo, le iría mejor el de «Equilibrio del 
segmento parabólico», pues el tratado entero se consagra a esa 


3 Cf. DIJKSTERHUIS, op. cit., págs. 289-304, donde analiza y critica amplia- 
mente los argumentos relativos a estos debates. 
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cuestión. Da la sensación de gue estos estudios de Arguímedes 
sobre problemas de eguilibrio estuvieron en estrecha relación 
con la intuición del resultado de la cuadratura de la parábola, lo 
que luego se convertiría en su afamado Método, y que a partir de 
ahí se le abrieron las puertas para estudios relacionados, prime- 
ro, con otros fenómenos relativos a los sólidos generados por la 
revolución de las cónicas y, después, a los grandes descubri- 
mientos sobre la esfera y el cilindro, hallazgos que constituyen 
lo fundamental de los tratados Sobre la esfera y el cilindro, So- 
bre conoides y esferoides y Sobre los cuerpos flotantes, aunque 
las conclusiones que podemos obtener de ello no nos permitan 
más que separar en el tiempo la redacción del Libro I y el Libro II 
de este tratado, como ya vieron Heath, Claggett y Dijksterhuis’. 
En el Libro II, mediante investigaciones parciales, entre las 
que se señalan metodológicamente las relativas al centro de gra- 
vedad de la figura rectilínea formada por el triángulo inscrito en 
el segmento parabólico y los triángulos repetidamente inscritos 
en las áreas restantes —lo que Arquímedes llama «figura rectilí- 
nea inscrita propiamente»—, la demostración de que el centro 
de gravedad del segmento parabólico se encuentra sobre su diá- 
metro y la de que los centros de gravedad de dos segmentos para- 
bólicos semejantes cortan a los diámetros de los mismos en la 
misma razón, Arquímedes se va aproximando a lo que ha de ser 
el culmen de! tratado: la prop. 8, en la que se prueba que el centro 
de gravedad del segmento parabólico corta al diámetro del seg- 
mento de modo que la parte de éste que está hacia el vértice del 
segmento es una vez y medía la parte del mismo que está hacia la 
base. Con las proposiciones 9 y 10, la primera de ellas con carác- 
ter de lema y fama de ser uno de los pasajes más ásperos de lectu- 
ra en toda la literatura matemática griega, y la segunda destinada 
a la determinación del centro de gravedad del tronco de segmen- 
to parabólico, se cierra el tratado, al que Ver Eecke calificó de 
«principal título de Arquímedes para entrar en la inmortalidad». 


? Cf. vol. I, págs. 25-33. 


LIBRO I 


L Postulamos que los pesos iguales a distancias iguales es- 
tán en equilibrio, y que los pesos iguales a distancias desiguales 
no están en equilibrio, sino que el de mayor longitud se inclina 
hacia el peso. ! 

2. Y que, si estando en equilibrio unos pesos a ciertas dis- 
tancias, se incrementa uno de los pesos, no mantienen el equili- 
brio, sino que se inclinan hacia el peso al que se le añadió algo. 

3. Eigualmente, que si de uno de los pesos se quita algo, no 
mantienen el equilibrio, sino que se inclina hacia el peso del 
que no se quitó nada. 

4. Y que si las figuras planas iguales y semejantes se hacen 
coincidir una con otra, también los centros de gravedad coinci- 
den uno con otro. 

5. En las figuras desiguales pero semejantes los centros de 
gravedad estarán dispuestos de modo semejante. Y afirmamos 
que unos puntos están dispuestos de manera semejante en figuras 
semejantes cuando al trazar desde ellos rectas hacia los ángulos 
iguales forman ángulos iguales con los lados homólogos. 

6. Si unas magnitudes están en equilibrio a ciertas distan- 
cias, también las iguales a ellas estarán en equilibrio a las mis- 
mas distancias. 

7. Entoda figura cuyo perímetro es cóncavo hacia el mismo 
lado, es de necesidad que el centro de gravedad esté dentro de 
la figura. 


— 


0 


— 
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Supuesto esto 


5 PROPOSICIÓN | 
Los pesos en equilibrio a distancias iguales son iguales. 


Pues si fueran desiguales, al quitar del mayor el exceso, los 
resultantes no estarán en equilibrio, puesto que estando en equi- 
librio se ha quitado algo de uno de ellos [Post. 3]. 

t0 De manera que los pesos en equilibrio a distancias iguales 
son iguales. 


PROPOSICIÓN 2 


Los pesos desiguales a distancias iguales no están en equi- 
librio, sino que se inclinarán hacia el mayor. 


15 Pues al quitar el exceso estarán en equilibrio, dado que los 
pesos iguales a distancias iguales están en equilibrio [Post. 17. 
Entonces, al añadir lo quitado se inclinará hacia el mayor, pues- 
to que estando en equilibrio se ha incrementado uno de los dos 
[Post. 2]. 


PROPOSICIÓN 3 


Los pesos desiguales a distancias desiguales estarán en 
20 equilibrio, y el mayor peso (penderá) de la distancia menor. 


Sean A, B pesos desiguales y sea A el mayor y estén en 
equilibrio a las distancias AT, TB. 

Se ha de demostrar que AT es menor que TB. 

Pues no sea menor. 
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Si se quita el exceso en que Á excede a B, se inclinará hacia B, 25 
puesto que se ha quitado de uno de ellos cuando estaban en equi- 128 
librio [Post. 3]. Pero no se inclinará. Pues o bien, si T'A es igual a 


TB, estarán en equilibrio! [Post. 1], o bien, si TA es mayor que IB, 
se inclina hacia A, pues los pesos iguales a distancias desiguales s 
no están en equilibrio, sino que se inclinan hacia el que pende de 
la distancia mayor [Post. 1]. Por eso AT es menor que TB. 
Y también es evidente que los pesos que están en equilibrio 
a distancias desiguales son desiguales, y es mayor el que pende 
de la distancia menor. 10 


PROPOSICIÓN 4 


- Si dos magnitudes iguales no tienen el mismo centro de gra- 
vedad, el punto medio de la recta que une los centros de grave- 
dad de las magnitudes será el centro de gravedad de la magni- 15 
tud compuesta de ambas magnitudes? 


! [Los pesos iguales a distancias iguales]. 
? Arquímedes era consciente de que no sólo importan las magnitudes con- 
sideradas, sino también el punto del que están suspendidas. 
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Sea A el centro de gravedad de la magnitud A, y B el de B, 
y una vez trazada la recta AB córtesela por el punto T. 
20 Digo que T es el centro (de gravedad) de la magnitud com- 
puesta de ambas magnitudes. 
Pues si no, sea A el centro de gravedad”, si es posible*. 
Puesto que el punto A es el centro de gravedad de la magni- 
25 tud compuesta de las magnitudes A, B, sostenida en å estará en 
equilibrio. Luego las magnitudes A, B, estarán en equilibrio a 
las distancias AA, AB. Lo cual es imposible [Post. 1], 
130 Por tanto es evidente que T es el centro de gravedad de la 
magnitud compuesta de las magnitudes A, B. 


PROPOSICIÓN 5 


5 Si los centros de gravedad de tres magnitudes están dis- 
puestos en línea recta y las magnitudes tienen el mismo peso, 
las rectas entre los centros también son iguales y el centro de 
gravedad de la magnitud compuesta de todas las magnitudes 

10 será el mismo punto que también es centro de gravedad de la 
magnitud de la posición central. 


Sean A, B, I tres magnitudes, y sus centros de gravedad los 
puntos A, B, T dispuestos en línea recta, y sean A, B, F iguales 
y sean AT, FB rectas iguales. 


3 [De la compuesta de las dos magnitudes A, B]. 
4 [Pues ya se ha demostrado antes que está en la recta AB]. 
5 [Pues las magnitudes iguales no están en equilibrio a distancias desiguales]. 
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Digo que el punto T es el centro de gravedad de la magnitud 
compuesta de todas las magnitudes. 15 
Puesto que las magnitudes A, B tienen el mismo peso, el 
punto T será su centro de gravedad, ya que AT”, TB son iguales 
|Prop. 4]. Y el punto T es el centro de gravedad de T. 

Luego también es evidente queel centro de gravedad de la mag- 20 
nitud compuesta de todas las magnitudes será el punto que tam- 
bién es centro de gravedad de la magnitud de la posición central. 


COROLARIO 1 


A partir de esto está claro que si los centros de gravedad de 
un número impar de magnitudes están dispuestos en línea recta 25 
y si las magnitudes que distan lo mismo de la que está en el 
centro tienen el mismo peso, también las rectas que están entre 132 
los centros (de gravedad) son iguales, y el centro de gravedad 
de la magnitud compuesta de todas las magnitudes será el pun- 
to que también es centro de gravedad de la magnitud de la posi- 
ción central. 


COROLARIO 2 


Y si las magnitudes están en número par y sus centros de s 
gravedad están en línea recta y las que están en la posición cen- 


Het 


tral y las que distan lo mismo de ellas tienen el mismo peso, 
también las rectas que están entre los centros (de gravedad} son 
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iguales y el centro de gravedad de la magnitud compuesta de 


10 todas las magnitudes será el punto medio de la recta que une los 


centros de gravedad de las magnitudes como está escrito más . 


adelante. 


PROPOSICIÓN 6 


Las magnitudes conmensurables están en equilibrio a dis- 


15 tancias que guardan la razón inversa de la de los pesos. 


2 


a 


25 


134 


Sean A, B magnitudes conmensurables cuyos centros de gra- 
vedad son A, B y sea EA una distancia, y sea A a B como la lon- 
gitud AT a la longitud TE. 


Lig 


do 
PE 

Se ha de demostrar que T es el centro de gravedad de la mag- 
nitud compuesta de ambas magnitudes A, B. 

Puesto que A es a B como la longitud AT a la TE y A es con- 
mensurable con B, entonces también TA es conmensurable con 
TE, es decir, la recta con la recta [Elem. X 11], de modo que hay 
una medida común a ET, FA. Sea N, y pónganse cada una de las 
rectas AH, AK iguales a ET, y EA igual a AT. Y puesto que AH 
es igual a TE, también AT es igual a EH. De manera que tam- 
bién AE es igual a EH. Luego AH es el doble de AT y HK el de 
PE. De manera que N mide a cada una de las rectas AH, HK, 
puesto que mide a sus mitades [Elem. X 12]. Y puesto que A esa 
B como AP a TE, mientras que AF es a TE como AH a HK 
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—puesto que cada una es el doble de cada una—, por tanto tam- 
bién A es a B como AH a HK. Sea A múltiplo de Z tantas veces 
cuantas lo es AH de N. Entonces AH es a N como A a Z [Elem. 
V, def. 5]. Y también KH es a AH como B a A. Por tanto, ex 
aegualis, KH es a N como B a Z. Por tanto KH es múltiplo de N 
tantas veces como B de Z. Y se había demostrado que también A 
era múltiplo de Z, de manera que Z es medida común de A, B. 
Dividida AH en rectas iguales a N y A en partes iguales a Z, los 
segmentos de AH iguales en magnitud a N serán iguales en nú- 
mero a los segmentos de A que son iguales a Z. De manera que 
si en cada uno de los segmentos de AH se pone uría magnitud 
igual a Z con su centro de gravedad en la mitad del segmento, la 
suma de todas de las magnitudes es igual a A, y el centro de gra- 
vedad de la magnitud compuesta de todas ellas será el punto E. 
Pues todas las magnitudes son pares en número y las que están 
por cada lado de E son iguales en número por serigual AE a HE. 

De la misma manera se demostrará que también si en cada 
uno de los segmentos de KH se pone una magnitud igual a Z 
con su centro de gravedad en la mitad del segmento, la suma 
de todas las magnitudes será igual a B y el centro de grave- 
dad de la (magnitud) compuesta de todas ellas será el punto A. 
Por tanto, A estará puesto sobre E y B sobre A. Y entonces 
habrá unas magnitudes en número par, iguales entre sí, dis- 
puestas en línea recta, cuyos centros de gravedad distan entre 
sí lo mismo. Y es evidente que el centro de gravedad de la 
magnitud compuesta de todas ellas es el punto medio de la 
recta que contiene los centros (de gravedad) de las magnitudes 
que están en el centro. Y puesto que AE es igual a FA y ET 
igual a AK, entonces la recta entera AT es igual a la PK, De 
manera que el punto T es el centro de gravedad de la (magnitud 
compuesta) de todas. 


$ Dada una serie proporcional, tomar una proporción ex aequali consiste en 
tomar los extremos con omisión de los medios; cf. vol. I, Introducción, págs. 
52-53. 
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Luego si A está situado en E y B en A, estarán en equilibrio 
en T”. 


PROPOSICIÓN 7 


Y también, de modo semejante, si las magnitudes son incon- 
mensurables, estarán en equilibrio a distancias que guarden la 
razón inversa de las magnitudes. 


Sean AB, T magnitudes inconmensurables, y AE, EZ las 
distancias, y guarde AB con T la misma razón que la distancia 
EA con la EZ. 


d E Z 
t e | 


Digo que E es el centro de gravedad de la magnitud com- 
puesta de la suma de las dos magnitudes AB, T. 

Pues si AB puesto en Z no está en equilibrio con F puesto en 
A, o bien AB es demasiado grande para estar en equilibrio con 
T, ono. 

Sea demasiado grande, y quítese de AB una magnitud me- 
nor que el exceso en que AB es demasiado grande para estar en 
equilibrio con T de modo que la magnitud restante A sea con- 
mensurable con T. 

Puesto que las magnitudes A, T son conmensurables yA 
guarda con T una razón menor que AE con EZ, las magnitudes 
A, T no estarán en equilibrio a las distancias AE, EZ, puesto A 
en Z yT en A [Prop. 6]. 


7 Es decir, «con el punto T como fulcro». 
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Por la misma razón, tampoco ocurrirá eso si [ es demasiado 
grande para estar en equilibrio con AB®. 


PROPOSICIÓN 8 


Si de una magnitud se quita una magnitud que no tenga el 
mismo centro que la magnitud entera, una vez prolongada la 
recta que une los centros de gravedad de la magnitud entera y 
de la restada hacia el lado en que está el centro de la magnitud 
entera, y tomada una parte de la prolongación de la recta que 
une los centros indicados de modo que (esa parte) guarde con 
la recta que está entre los centros la misma razón que la que 
guarda el peso de la magnitud quitada con el peso de la restan- 
te, el centro de gravedad de la magnitud restante será el extre- 
mo de la recta tomada. 


Sea T el centro de gravedad de una magnitud AB, y quítese 
de AB la magnitud AA, cuyo centro de gravedad sea E, y una 
vez trazada y prolongada la recta ET, tómese TZ de modo que 
guarde con TE la misma razón que la magnitud AA con la AH. 


á ; H 


$ La prueba ha sido repetidamente considerada oscura e imperfecta; Hei- 
berg la completa en el sentido siguiente: puesto que A : T< AE: EZ, se inclina- 
rá hacia el punto A, lo cual es imposible, puesto que de AB se ha quitado menos 
del exceso. En el caso de que F sea mayor, debemos seguir el mismo razona- 
miento; y entonces, puesto que AB no es ni mayor ni menor, la proposición 
queda probada. 
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Se ha de demostrar que el punto Z es el centro de gravedad 
de la magnitud AH. 

Pues no sea así, sino, si es posible, el punto O. 

Puesto que E es el centro de gravedad de la magnitud AA y 
el punto O el de AH, el centro de gravedad de la magnitud suma 
de las dos AA, AH estará sobre la recta EO una vez cortada de 
manera que sus segmentos guarden la proporción inversa de la 
que guardan las magnitudes (pero el punto F se encuentra en 
la recta EZ cortada de tal modo que sus segmentos están en 
proporción inversa con las magnitudes”). De manera que el 
punto T no estará en el punto de corte correspondiente al indi- 
cado. De modo que el punto I no será el centro (de gravedad) de 
la magnitud compuesta por las magnitudes AA, AH, es decir, de la 
AB. Pero lo es, porque así se había supuesto. 

Luego el punto O no es el centro de gravedad de la magni- 
tud AH. 


PROPOSICIÓN 9 
En todo paralelogramo, el centro de gravedad está situado 
en la recta que une los puntos medios de los lados opuestos 


entre sí del paralelogramo. 


Sea el paralelogramo ABTA, y trácese EZ entre los puntos 
medios de AB, PA. 


A E K B 
r Z á] 
7? Heiberg entiende que existe una laguna en el texto, y la suple con lo que 
figura entre corchetes angulares. 
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Digo que el centro de gravedad del paralelogramo ABTA 
estará en la recta EZ. 

Pues no lo sea, sino que, si es posible, sea O, y trácese Ol 
paralela a AB. Si se corta sucesivamente por la mitad EB, la rec- 
ta restante será menor que 10. Y divídanse cada una de las rectas 
AE, EB en rectas iguales a EK, y desde los puntos de corte trá- 
cense paralelas a EZ. 

El paralelogramo entero quedará dividido en paralelogra- 
mos iguales y semejantes al KZ". Entonces, si se hacen coinci- 
dir unos con otros los paralelogramos iguales y semejantes al 
KZ, también los centros de gravedad coincidirán unos con otros 
[Post. 4]. Y habrá unas magnitudes —los paralelogramos igua- 
les al KZ— pares en número y sus centros de gravedad estarán 
situados en una recta, y las magnitudes que están en el centro y 
todas las que están por cada lado de las del centro son ellas 
mismas iguales y las rectas que están entre los centros de grave- 
dad son iguales. Luego el centro de gravedad de la magnitud 
compuesta de todas ellas estará en la recta que une los centros 
de gravedad de las áreas que están en el centro [Prop. 5, co- 
rol. 2]. Pero no lo está, pues el punto O está fuera de los parale- 
logramos que están en el centro. 

Por tanto es evidente que el centro de gravedad del paralelo- 
gramo ABTA está en la recta EZ. 


PROPOSICIÓN 10 


El centro de gravedad de todo paralelogramo es el punto en 
que se cortan las diagonales. 


Sea el paralelogramo ABTA y en él la recta EZ que corta por 
la mitad a los lados AB, PA y la recta KA que corta por la mitad 
a las rectas AT, BA. 


to Es decir, «al de diagonal KZ». 
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Y el centro de gravedad del paralelogramo ABTA está en la: 
recta EZ —pues eso se ha demostrado [Prop. 9]—. Por la mis- 


Á E i B 
K A 
Z i d 


ma razón, está también en la recta KA. Luego el punto © es el 
centro de gravedad. Y las diagonales del paralelogramo se cor- ; 
tan en el punto O, 

De modo que queda demostrado lo propuesto. 


DE OTRA MANERA 


Cabe también demostrar lo mismo de otra manera. 
Sea el paralelogramo ABTA y sea AB su diagonal. 


á i B 


d T 


Entonces los triángulos ABA, BAT son iguales y semejan- 
tes entre sí [Elem. I 34]. De modo que si se hacen coincidir los 
triángulos uno con otro también sus centros de gravedad coin- 
cidirán uno con otro [Post. 4]. Sea el punto E el centro de gra- 
vedad del triángulo ABA y córtese por la mitad el lado AB por 
el punto O y trácese EO y prolónguese y tómese ZO igual a OE. 
Si se aplica el triángulo ABA al triángulo BAT y se coloca el 
lado AB sobre el AT y el AA sobre el BT, coincidirá también la 
recta OE sobre la ZO y el punto E caerá sobre el punto Z. Y 
también sobre el centro de gravedad del triángulo BAT (Post. 4]. 
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(Así el punto Z es el centro de gravedad del triángulo BATY). 
Puesto que el punto E es el centro de gravedad del triángulo 20 
ABA y el punto Z el del ABT, es evidente que el centro de gra- 
vedad de la magnitud compuesta por ambos triángulos es el 146 
punto medio de la recta EZ, que es precisamente el punto ©. 


- PROPOSICIÓN 11 


Si hay dos triángulos semejantes entre sí y en ellos puntos 
dispuestos de manera semejante respecto a los triángulos y un 
punto es el centro de gravedad del triángulo en el que está, s 
también el punto restante es el centro de gravedad del triángu- 
lo en el que está”, 


Sean dos triángulos ABT, AEZ, y sea AT a AZ como ABa 12 
AE y como BT a EZ, y sean O, N puntos dispuestos de manera 15 
semejante en los triángulos indicados”, y sea O) el centro de 
gravedad del triángulo ABT. 


A á 


£ z 


1 Heiberg, considerando que Arquímedes no hubiera dejado de incluir esta 
conclusión en el razonamiento, introduce esta frase en la versión latina y re- 
construye su texto griego. 

2 [Decimos que unos puntos están dispuestos de manera semejante res- 
pecto a figuras semejantes cuando las rectas trazadas desde ellos hacia los 
ángulos iguales forman ángulos iguales con los lados homólogos]. 

13 [Respecto a los triángulos ABT, AEZ). 
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Digo que también el punto N es el centro de gravedad del 


triángulo AEZ. 


Pues no lo sea, sino que, si es posible, sea H el centro de | 


gravedad del triángulo AEZ, y trácense OA, OB, 6T, AN, EN, 
ZN, AH, EH, ZH. 

Puesto que el triángulo ABT es semejante al triángulo AEZ 
y los puntos O, H son los centros de gravedad y puesto que los 
centros de gravedad de las figuras semejantes están dispuestos 
de manera semejante'* [Post. 5], entonces el ángulo correspon- 
diente a HAE es igual al correspondiente a OAB. Pero el ángu- 
lo comprendido por GAB es igual al comprendido por EAN”. 
Por tanto también el ángulo comprendido por EAN es igual al 
comprendido por EAH, el mayor al menor. Lo cual es imposi- 
ble. Así que no es posible que el punto N no sea el centro de 
gravedad del triángulo AEZ. Luego lo es. 


PROPOSICIÓN 12 


Si hay dos triángulos semejantes y el centro de gravedad de un 
triángulo está en la recta que ha sido trazada desde un ángulo 
hasta el punto medio de la base!*, también el centro de gravedad 
del triángulo restante está en la recta trazada de modo semejante. 


Sean ABT, AEZ dos triángulos y sea AT a AZ como AB a 
AE y como BI a ZE [Elem. VI 4], y una vez cortada AT por la 
mitad por el punto H, trácese BH, y esté el punto O, centro de 
gravedad del triángulo ABT, en la recta BH. 

Digo que el centro de gravedad del triángulo EAZ está en la 
recta trazada de manera semejante. 


1 [De modo que formen ángulos iguales con los lados homólogos cada 
uno con cada (par de lados)]. 

1% [Porque los puntos O, N están dispuestos de manera semejante]. 

16 Ha de entenderse que se refiere al lado opuesto al ángulo en cuestión. 
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Córtese la recta AZ por la mitad por el punto M y trácese 


EM, y hágase que la recta BH sea a BO como ME a EN, y trá- 20 


cense AO, OT, AN, NZ. 


ma Z 


Puesto que AH es la mitad de T'A y AM la mitad de AZ, 
entonces también BA es a EA como AH a AM. Y los lados que 
comprenden ángulos iguales son proporcionales. Luego el án- 
gulo AHB es igual al AME [Elem. VI 6], y AHes a AM como 
BH a EM [£lem. VI 4]. Y también BH es a BO como ME a 
EN. Y entonces, ex aequali, AB es a AE como BO a EN. Y los 
lados que comprenden ángulos iguales son proporcionales. Y 
si esto es así, el ángulo BAO es igual al EAN [Elem. VI 6]. De 
manera que también el ángulo restante OAT es igual al ángulo 
NAZ. Por la misma razón, el ángulo BT'O es igual al EZN y el 
OTH igual al NZM. Y se había demostrado también que el 
ABO era igual al AEM. De manera que también el ángulo 
restante OBT es igual al NEZ. Por todas estas razones los pun- 
tos O, N están dispuestos de manera semejante". Así pues, 
dado que los puntos ©, N están dispuestos de manera seme- 
jante y O es el centro de gravedad del triángulo ABT, entonces 
también el punto N es el centro de gravedad del triángulo AEZ 
[Prop. 11]. 


1 [Forman ángulos iguales con los lados homólogos]. 
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que se traza desde el ángulo hasta el centro de la base. 


dio de la base BT. 


PROPOSICIÓN 13 


En todo triángulo, el centro de gravedad está en la recta | 


Sea el triángulo ABT y en él la recta AA hasta el punto me- 


B 0 4 Y 2 T 


Se ha demostrar que el centro de gravedad del triángulo ; 


ABT está en la recta AA. 
Pues no sea así, sino, si es posible, sea el punto O, y por él trá- 


cese OI paralela a BT. Cortando sucesivamente por la mitad AT” | 


en algún momento la recta restante será menor que OL. Y divídan- 
se cada una de las rectas BA, AT en rectas iguales, y por cada uno 
de los puntos de corte trácense paralelas a AA, y trácense EZ, HK, 
AM. Éstas serán paralelas a BT. El centro de gravedad del parale- 
logramo MN está en la recta YY, y el centro de gravedad del para- 
lelogramo KZ está en la recta TY, y el del paralelogramo ZO, en 
la recta TA [Prop. 9]. Luego el centro de gravedad de la magni- 
tud compuesta de todos ellos está en la recta LA [Prop. 4]. Sea P, 
y trácese la recta PO y prolónguese, y trácese I'D paralela a AA. 


18 Como más atrás (Prop. 12), se refiere al lado opuesto al ángulo en cues- 
tión. 
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El" AAT guarda con todos los triángulos construidos a partir 
de AM, MK, KZ, ZT semejantes al AAT la misma razón que 
guarda TA con AM, porque AM, MK, ZT, KZ son iguales. Y 
puesto que también el triángulo AAB guarda con todos los trián- 
gulos semejantes” construidos sobre AA, AH, HE, EB la misma 
razón que BA con AA, entonces el triángulo ABT guarda con 
todos los triángulos mencionados?! la misma razón que guarda 
PA con AM. Pero PA guarda con AM una razón mayor que DP 
con PO. Pues la razón de TA a AM es la misma que la de la recta” 
PP con PIT”. Luego también el triángulo ABT guarda con los 
mencionados una razón mayor que la de P con PO. De modo 
que también, por descomposición”, los paralelogramos MN, 
KZ, ZO guardan con los triángulos restantes una razón mayor 
que la de PO con OP. Esté XO con OP en la razón de los parale- 
logramos a los triángulos. Puesto que hay una magnitud, el trián- 
gulo ART, cuyo centro de gravedad es el punto O y de ella se ha 
restado la magnitud compuesta por los paralelogramos MN, KE, 
ZO y el punto P es el centro de gravedad de la magnitud restada, 
entonces el centro de gravedad de la magnitud restante, com- 
puesta por los triángulos que quedan en torno, está situado en la 
recta PO prolongada y tomada (de ella una parte) que guarde con 
OP la misma razón que guarda la magnitud restada con la restan- 
te [Prop. 8]. Por tanto, el punto X es el centro de gravedad de la 


19 [Triángulo]. 

2 «Semejantes al propio triángulo AAB», se entiende. 

21 Es decir, «con los triángulos construidos sobre AM, MK, KZ, ZT, AA, 
AH, HE, EB». 

2 [Entera]. 

23 [Porque los triángulos son semejantes]. 

Eutociocomenta: «Pues si imaginas que las rectas PO, PA, una vez prolon- 
gadas, se cortan, por las propiedades de las paralelas PP será a PII como PA a 
AQ; pero PA es a AQ como TA a AM; por tanto, T'A es a AM como OP a PII; 
y DP guarda con PII una razón mayor que la de PP con PO. Luego también T'A 
guarda con AM una razón mayor que la de DP con PO». 

2 Cf. vol. I, Introducción, pág. 52. 
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magnitud compuesta por las figuras que quedan en torno. Lo cual 
es imposible. Pues todas están en el plano hacia el mismo lado de 
la recta trazada por el punto X paralela a AA”. 

Luego es evidente lo propuesto. 


LO MISMO, DE OTRA MANERA 


Sea el triángulo ABT, y trácese la recta AA hasta la mitad 
de BL. 

Digo que el centro de gravedad del triángulo ABT está en la 
recta AA. 

Pues no sea así, sino que, si es posible, sea O, y trácense las 
rectas AO, OB, OT y las rectas EA, ZE hasta el centro de BA, 
AT, y paralelas a AO trácense EK, ZA, y trácense KA, AA, AK, 
AO, MN. 

Puesto que el triángulo ABT es semejante al triángulo AZT 


io porque el lado BA es paralelo al ZA, y el punto O es el centro 


de gravedad del triángulo ABT, entonces el punto A es el cen- 


15 tro de gravedad del triángulo ZAT (Prop. 11], pues los puntos O, 


25 [Es decir, hacia uno de los lados]. 
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A están dispuestos de manera semejante en cada uno de los 
triángulos?*. Por la misma razón, el punto K es el centro de 
gravedad del triángulo EBA. De modo que el centro de grave- 
dad de la magnitud compuesta por los triángulos EBA, ZAT 
está en el centro de la recta KA [Prop. 1177. Y N es el punto 
medio de KA, puesto que BE es a EA como BK a 0K y TZ es a 
ZA comoT'A a AO [Elem. V12]. Y si esto es así, BI es paralela 
aKA. Y AO ha sido trazada. Luego BA es a AT como KN a NA. 
De manera que el punto N es el centro de gravedad de la mag- 
nitud compuesta por los dos triángulos mencionados. Y el pun- 
to M es el centro de gravedad del paralelogramo AEAZ [Prop. 
10]; de manera que el centro de gravedad de la magnitud com- 
puesta por todas (las magnitudes dichas) está en la recta MN 
[Prop. 4]. Y el punto O es el centro de gravedad del triángulo 
ABT. Luego al prolongar la recta MN pasa por el punto ©. Lo 
cual es imposible. Luego no cabe que el centro de gravedad del 
triángulo ABT no esté en la recta AA. 
Luego está en ella. 


PROPOSICIÓN 14 


En todo triángulo el centro de gravedad es el punto en el 
que coinciden las rectas trazadas desde los ángulos hasta el 
centro de los lados. 


Sea el triángulo ABT, y trácese AA hasta el centro de BT, y 
BE hasta el centro de AT. 

En efecto, el centro de gravedad del triángulo estará sobre 
cada una de las rectas AA, BE —pues eso se ha demostrado 
[Prop. 13]. 


% [Puesto que forman ángulos iguales con los lados homólogos, pues eso 
es evidente]. 
27 [Puesto que los triángulos EBA, ZATI son iguales]. 
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De modo que el punto 0 es el centro de gravedad. 
A 


PROPOSICIÓN 15 


En todo trapecio que tenga dos lados paralelos entre sí el 
centro de gravedad está en la recta que une los puntos medios 
de las paralelas, cortada de modo que el segmento de ella que 
tiene por extremo el punto medio de la menor de las paralelas 
guarde con el otro segmento la razón que guarda la recta igual 
a la suma del doble de la paralela mayor más la menor con el 
doble de la menor más la mayor de las paralelas, 


Sea ABTA un trapecio con los lados AA, BP paralelos, y 
trácese EZ que una los puntos medios de AA, BT. 
Es evidente que el centro (de gravedad) del trapecio está en 


la recta EZ. Pues si prolongas las rectas PAH, ZEH, BAH, es . 


evidente que llegarán al mismo punto, y el centro de gravedad 
del triángulo HBT estará en la recta HZ y, de manera semejante, 
el centro de gravedad del triángulo AHA en la recta EH [Prop. 
13] y por tanto el centro de gravedad del resto del trapecio 
ABTA estará en la recta EZ [Prop. 8]. Una vez trazada BA, 
córtesela en tres partes iguales por los puntos K, O, y por esos 
puntos trácense las rectas AOM, NKT paralelas a BT, y trácen- 
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se AZ, BE, OZ. Entonces, el centro de gravedad del triángulo 
ABT estará en la recta OM, puesto que OB es la tercera parte de 
BA”, Y el centro de gravedad del triángulo ABT está en la recta 
AZ [Prop. 13]. De manera que el punto E es el centro de grave- 


dad del triángulo indicado. Por el mismo razonamiento, tam- 
bién el punto O es el centro de gravedad del triángulo ABA. 
Luego el centro de gravedad de la magnitud compuesta por los 
triángulos ABA, BAT —que es el trapecio— está en la recta 
OZ. Y el centro de gravedad del trapecio indicado está también 
en la recta EZ; de manera que el punto [I es el centro de grave- 
dad del trapecio ABTA. Y el triángulo BAT guarda con el ABA 
la razón de OIL a IE [Props. 6 y 7]. Pero el triángulo BAT es 
al triángulo ABA como BI a AA [Elem. VI 1], y OTI es a MZ 
como PTI a TIX. Por tanto, BI es a AA como PH a TIE. De 
modo que también dos (veces) BP más AA es a dos (veces) AA 
más BT como dos (veces) PIT más ITE es a dos (veces) IIE más 
TIP. Pero dos (veces) PTI más ITS es la suma EPTI, esto es, ME, 
y dos (veces) IIE más TIP es la suma PXII, esto es, TIZ. 
Luego ha quedado demostrado lo propuesto. 


28 [Y MO ha sido trazada por el punto O paralela a la base], 
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PROPOSICIÓN 1 


Si dos áreas comprendidas por una recta y una parábola, 
que podemos aplicar a la recta dada!, no tienen el mismo centro 5. 
de gravedad, el centro de gravedad de la magnitud compuesta 
por ambas estará sobre la recta que une sus centros de gravedad 
cortando la recta mencionada de manera que sus segmentos 10 
sean inversamente proporcionales a las áreas. 


Sean AB, PA dos áreas como se ha indicado y sean sus cen- 
tros de gravedad los puntos E, Z, y guarde ZO con OE la razón 
que guarda AB con PA. 


Se ha de demostrar que el punto O es el centro de gravedad 15 
de la magnitud compuesta por las dos áreas AB, PA. 166 


! «Aplicar un área a una recta dada» consiste en construir un rectángulo 
del área indicada usando la recta dada como uno de los lados del rectángulo. La 
construcción pedida deriva de Cuadratura de la parábola 17. 
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Sean cada una de las rectas ZH, ZK iguales a EO, y EA igual i 


a ZO —es decir, a HE—. Por tanto AO también será igual a 
KO, y además AH será a HK como AB a FA. Pues cada una es 
el doble de cada una. Aplíquese a la recta AH el área de AB por 
ambos lados de AH de modo que el rectángulo MN sea igual al 
AB. Entonces el punto E será el centro de gravedad de MN; 
complétese el rectángulo NZ, y MN guardará con NÆ la razón 
que guarda AH con HK. Y también el área AB guarda con TA 
la razón de AH a HK. Y entonces AB es a TA como MN a NS; 
y lo mismo tomando la proporción en alternancia”. Luego el 
área AB es igual a MN. Luego también FA es igual a NZ, y su 
centro de gravedad es el punto Z. Y puesto que la recta AO es 
igual a OK y la recta entera AK corta por la mitad a los lados 
opuestos, el punto 0 es el centro de gravedad del rectángulo en- 
tero TIM. Pero MIT es igual a la suma de las dos áreas MN, NZ. 

De modo que el punto © es también el centro de gravedad 
del área compuesta por las dos AB, PA, 


PROPOSICIÓN 2 


Si en un segmento comprendido por una recta y una parábo- 
la se inscribe un triángulo que tenga la misma base que el seg- 
mento e igual altura, y de nuevo en los segmentos restantes se 
inscriben triángulos que tengan las mismas bases que los seg- 
mentos e igual altura, y sucesivamente se inscriben triángulos 
en los segmentos restantes del mismo modo, dígase que la figu- 
ra resultante está inscrita propiamente”, 


Es evidente que, en la figura así inscrita, las rectas que unen 


2 Cf. vol. I, Introducción, pág. 51. 

3 Gr. gnorímos engráphein. La expresión que Arquímedes define aquí no 
encontró uso en la matemática griega fuera de este tratado y el Comentario de 
Eutocio al mismo. 
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los vértices de los ángulos más próximos al vértice del segmen- 
to y (las que unen) los contiguos serán paralelas a la base del 
segmento y serán cortadas por la mitad por el diámetro’ del 
segmento y cortarán al diámetro en la razón de los números 
impares sucesivos, atribuyendo la razón 1 al vértice del seg- 
mento. Esto se demostrará en su orden correspondiente”, 


Y sien un segmento comprendido por una recta y una parábola 
se inscribe propiamente una figura rectilínea, el centro de grave- 
dad de la figura inscrita estará en el diámetro del segmento, 


Sea el segmento ABT como se ha dicho, e inscríbase en él 
propiamente una figura rectilínea AEZHBOIKT. 


Se ha de demostrar que el centro de gravedad de la figura 
rectilínea está en la recta BA. 

Puesto que el centro de gravedad del trapecio AEKT está en 
la recta AA, y el centro del trapecio EZIK está en la recta MA, 


y el centro del trapecio ZHOI está en la recta MN, y el centro de. 


4 En Sobre convides y esferoides (246, 16-18) Arquímedes explica: «Lla- 
mo diámetro en todo segmento (de sección cónica) a la recta que corta por la 
mitad todas las rectas trazadas paralelas a su base»; cf. vol. I, Introducción, 
pág. 47. 

* Estas demostraciones no figuran en las obras conservadas. 
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gravedad del triángulo HBO está en la recta BN, es evidente 
que también el centro del gravedad de la figura rectilínea entera . 


está en la recta BA. 


PROPOSICIÓN 3 


Si en cada uno de dos segmentos semejantes comprendidos E 
por una recta y una parábola se inscribe una figura rectilínea i 
propiamente y si las figuras rectilíneas inscritas tienen el mismo : 
número de lados, los centros de gravedad de las figuras rectilíneas 


cortan de modo semejante a los diámetros de los segmentos. 


Sean dos segmentos ABT, ZOTI e inscríbanse en ellos figu- 


15 ras rectilíneas propiamente y tengan el número de lados igual 


una y otra, y sean los diámetros de los segmentos las rectas BA, 
OP, y trácense las rectas EK, ZI, HO y las rectas ZT, YD, XY. 
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Entonces, puesto que la recta BA es cortada por las paralelas 
en la razón de la serie consecutiva de los números impares, e 
(igualmente) la recta PO, y sus segmentos! son iguales en nú- 
mero, es evidente que los segmentos de los diámetros guardarán 
la misma razón y que las paralelas guardarán la misma razón?. 
Y los centros de gravedad de los trapecios AEKT y EXTTI esta- 
rán sobre las rectas AA, QP dispuestos de manera semejante, 
puesto que las rectas AT, EK guardan la misma razón que las 
rectas STI, XT. Y, de nuevo, los centros de gravedad de los tra- 
pecios EZIK, ZYOT dividirán de modo semejante a las rectas 
AM y 9, y los centros de gravedad de los trapecios ZHOL, 
YXYO dividirán de manera semejante a las rectas MN, G7 y los 
centros de gravedad de los triángulos HBO, XOY estarán dis- 
puestos de manera semejante en las rectas BN, OG —en efecto, 
los trapecios y los triángulos guardan la misma razón. 

Es evidente por tanto que el centro de gravedad de toda la fi- 
gura rectilínea inscrita en el segmento ABT corta a BA de ma- 
nera semejante a como el centro de gravedad de la figura inscri- 
ta en el segmento ZOTI (corta) a OP. Que es lo que había que 
demostrar. 


PROPOSICIÓN 4 


El centro de gravedad de todo segmento comprendido por 
una recta y una parábola está en el diámetro del segmento. 


$ «Los segmentos de las rectas BA, PO», se entiende. 
? Puesto que, en aplicación de la prop, 2, 
BN:NM:MA:AA=1:3:5:7=06:0639: 20 : OP, 

entonces BN: BM:BA:BA=1:4:9:16= OG; 09: OG : OP. 

Y en aplicación de Cuadrat. paráb. 3, 
HN?: ZM? : EA? : AA? = BN :BM:BA:BA=06:0%:00:0P=XG?: 179? 
: E : 2P?. 

Por tanto, HO: ZI : EK : AT = XY : YO : ET : EIT. (Nota de Heiberg.) 
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Sea ABT un segmento como se ha dicho, cuyo diámetro 
sea BA. 

Se ha de demostrar que el centro de gravedad del segmento 
indicado está en la recta BA. 

Pues si no, sea el punto E, y trácese por él EZ paralela a BA, 
e inscríbase en el segmento el triángulo ABT que tenga la mis- 
ma base e igual altura, y guarde el triángulo ABT con el área K 
la razón que guarda PZ con ZA. Inscríbase además propiamen- 
te una figura rectilínea en el segmento de manera que los seg- 
mentos que quedan en torno sean menores que K. Y el centro de 
gravedad de la figura inscrita está en la recta BA. Sea O, y trá- 
cese la recta OE y prolónguese y trácese TA paralela a BA. 


Entonces es evidente que la figura rectilínea inscrita en el 
segmento guarda con los segmentos que quedan una razón ma- 
yor que el triángulo ABT con el área K. Pero el triángulo ABT 
es a K como la recta [Z a la ZA. Por tanto, también la figura 
rectilínea inscrita guarda con los segmentos que quedan en tor- 
no una razón mayor que TZ con ZA —es decir, que AE con 
EO-—-. Guarde entonces ME con EO la misma razón que la fi- 
gura rectilínea con los segmentos. Puesto que el punto E es el 
centro de todo el segmento y © el de la figura rectilínea inscrita 
en él, es evidente que el centro de gravedad de la magnitud res- 
tante compuesta de los segmentos que quedan en torno está en 
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la prolongación de la recta OE una vez tomada de ella una recta 
que guarda con GE la razón de la figura rectilínea inscrita con 
los segmentos que quedan en torno. De manera que el punto M 
sería el centro de gravedad de la magnitud compuesta por los 
segmentos que quedan en torno. Lo cual es imposible, pues to- 
dos los segmentos que quedan en torno estarán hacia el mismo 
lado de la recta trazada paralela a BA pasando por M. 

Luego es evidente que el centro de gravedad estará en la 
recta BA. 


PROPOSICIÓN 5 


Si en un segmento comprendido por una recta y una parábola 
se inscribe propiamente una figura rectilínea, el centro de grave- 
dad del segmento entero estará más cerca del vértice del segmen- 
to que el centro (de gravedad) de la figura rectilínea inscrita. 


Sea ABT un segmento como se ha dicho, y su diámetro AB, 
e inscríbase en él propiamente un primer triángulo ABF, y cór- 
tese BA por el punto E de manera que BE sea el doble de EA. 
Entonces el punto E es el centro de gravedad del triángulo ABT. 
Córtense por la mitad cada una de las rectas AB, BT por los 
puntos Z, H; y por los puntos Z, H trácense ZK, AH paralelas 
a BA. 

Entonces el centro de gravedad del segmento AKB estará en 
la recta ZK [Prop. 4], mientras que el centro de gravedad del 
segmento BTA estará en la recta HA. Sean" los puntos 6, I, y 
trácese la recta Ol. Y puesto que OZHI es un paralelogramo 
y NH es igual a ZN, entonces también XO es igual a XI. De 
modo que el centro de gravedad de la magnitud compuesta por 
ambos segmentos AKB, BAT es el punto medio de OP, esto es, 


a Entiéndase: «los centros de gravedad de los segmentos mencionados». 
9 [Puesto que los segmentos son iguales]. 
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el punto X. Puesto que el punto E es el centro de gravedad del | 
triángulo ABT y el punto X el de la magnitud compuesta por los | 
dos segmentos AKB, BAT, es evidente que el centro de grave-] 
dad de todo el segmento ABT está sobre la recta XE, es decir, i 
entre los puntos X, E. De modo que estaría más cerca del vérti- ` 
ce del segmento el centro de gravedad del segmento entero que ; 


el del triángulo inscrito propiamente. 


Inscríbase de nuevo en el segmento propiamente una figura $ 
rectilínea pentagonal AKBAT y sea BA el diámetro del segmen- ] 
to entero y sean KZ, AH los diámetros de cada uno de los seg- ` 
mentos'”. Sea pues el punto O el centro de gravedad del segmen- | 
to y el punto I el del triángulo y, a su vez, sea el punto Mel centro | 
de gravedad del segmento BAT y N el del triángulo. Y el punto ' 


X será el centro de gravedad de la magnitud compuesta por los 


dos segmentos AKB, BAT, y el punto T el de la magnitud com- | 


puesta por los dos triángulos AKB, BAT. 


Entonces, puesto que a su vez el punto E es el centro de | 


gravedad del triángulo ABT y el punto X el de los dos segmen- 
tos AKB, BAT, es evidente que el centro de gravedad del seg- 


19 [Y puesto que en el segmento AKB se ha inscrito propiamente una figura 
rectilínea, está más cerca del vértice el centro de gravedad del segmento ente- 
ro que el de la figura rectilínea]. 
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mento ABT entero está sobre la recta XE cortada de tal modo 
que el segmento de ésta!! que tiene por extremo el punto X 182 
guarde con el segmento menor la misma razón que la que guar- 


da el triángulo ABT con la suma de los segmentos AKB, BAT. 
Y el centro de gravedad del pentágono AKBAT está sobre la s 
recta ET cortada de tal manera que el segmento de ésta!? que 
tiene por extremo el punto T guarde con el restante la misma 
razón que la que guarda el triángulo ABT con los triángulos 
AKB, BAT. Puesto que el triángulo ABT guarda con (la mag- 10 
nitud compuesta por) los triángulos KAB, ABT una razón ma- 
yor que con (la magnitud compuesta por) los segmentos, es 
evidente que el centro de gravedad del segmento ABT está más 
cerca del vértice B que el de la figura rectilínea inscrita. 

Y cabe el mismo razonamiento para todas las figuras recti- 
líneas inscritas propiamente en los segmentos. 


PROPOSICIÓN 6 15 
Dado un segmento comprendido por una recta y una pará- 
bola, es posible inscribir en el segmento propiamente una figu- 


ra rectilínea de manera que la recta (que queda) entre los cen- 


1 «El segmento de la recta XE», se entiende. 
12 «El segmento de la recta TE», se entiende. 
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tros de gravedad del segmento y de la figura rectilínea inscrita 1 
sea menor que cualquier recta propuesta. 


Sea dado un segmento ABT como se ha dicho, cuyo centro | 
de gravedad sea O e inscríbase en él propiamente el triángulo ! 
ABT, y sea Z la recta propuesta, y guarde el triángulo ABT con | 


el área X la misma razón que BO con Z. Inscríbase en el seg- 


mento ABT propiamente una figura rectilínea AKBAT de modo ; 
que los segmentos que quedan |} 
en torno sean menores que el | 
área X, y sea E el centro de 4 


gravedad de la figura rectilí- 
nea inscrita. 

Digo que la recta OE es 
menor que la recta 7. 

Pues si no, o bien es igual o 
es mayor. Puesto que la figura 
rectilínea AKBAT guarda con 
los segmentos que quedan en 
torno una razón mayor que la 
del triángulo ABT con el área 
X —es decir, que la de OB con Z— también BO guarda con 7 
una razón no menor que la que guarda con OE, por no ser menor 
GE que Z; entonces con más razón la figura rectilínea AKBAT 
guarda con los segmentos que quedan en torno una razón mayor 
que la de BG con GE; de modo que si hacemos que otra recta sea 
a OE como la figura rectilínea AK BAT es a los segmentos que 
quedan en torno", será mayor que OB, Guarde esa razón HO 
con OE. Por tanto el punto H es el centro de gravedad de la 
magnitud compuesta por los segmentos que quedan en torno; lo 


A, h 


A 


D [Puesto que O es el centro de gravedad del segmento ABT, una vez pro- 
longada EO y tomada de ella una recta que guarde con EQO la misma razón que 
la figura rectilínea AKBAT con los segmentos que quedan en torno]. 


SOBRE EL EQUILIBRIO DE LAS FIGURAS PLANAS 113 


que es imposible, pues están hacia el mismo lado de la recta!* 
trazada paralela a AT por el punto H. 

Por tanto es evidente que la recta OE es menor que la Z. Y 
esto es lo que había que demostrar. 


PROPOSICIÓN 7 


Los centros de gravedad de dos segmentos semejantes com- 
prendidos por una recta y una parábola cortan a los diámetros 
en la misma razón. 


Sean ABT, EZH dos segmentos como se ha dicho, cuyos diáme- 
tros sean BA, ZO, y seael punto K el centro de gravedad del segmen- 
to ABT, y A el de EZH. 

Se ha de demostrar 
que los puntos K, A cor- 
tan a los diámetros en la 
misma razón. 

Pues si no, sea ZM a 
MO como KB a KA, e 
inscríbase propiamente en 
el segmento EZH una fi- 
gura rectilínea de modo 
que la recta que queda en- 
tre el centro!* del segmen- 
to y el de la figura rectilí- 
nea inscrita sea menor que AM, y sea el centro de gravedad de la 
figura inscrita el punto Z, e inscríbase en el segmento ABT una 
(figura rectilínea) semejante a la"? del segmento EZH”. 


14 [En el segmento]. 

15 «De gravedad», se entiende. 

16 [Figura rectilínea inscrita]. 

1 [Es decir, propiamente, de manera similar). 
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El centro de gravedad de ésta está más cerca del vértice que ' 
el del segmento. Lo cual es imposible [Prop. 5]. 

Por tanto es evidente que BK guarda con KA la misma razón 
que ZA con AO. 


PROPOSICIÓN 8 


El centro de gravedad de todo segmento comprendido por ' 
una recta y una parábola corta al diámetro del segmento de 
modo que la parte de éste que está hacia el vértice del segmento ' 
es una vez y media la parte del mismo que está hacia la base. 


Sea el segmento ABT como se ha dicho y sea BA su diáme- 
tro y el punto O su centro de gravedad. 

Se ha de demostrar que BO es una vez y media OA. 

Inscríbase propiamente en el segmento ABT el triángulo 
ABT, cuyo centro de gravedad sea E, y córtense por la mitad 


cada una de las rectas AB, BT, y trácense KZ, HA. Y ésas son ` 


los diámetros de los segmentos AKB, BAT. Sea entonces el . 


punto M el centro de gravedad del segmento AKB, y el punto N | 


el de BAT, y trácense ZH, MN, KA. 


Por tanto, el punto X es el centro de gravedad de la magni- 
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como KM a MZ y, por composición y tomando la proporción en 
alternancia!*, BA es a KZ como AO a MZ y, por otro lado, BA 
es el cuádruple de KZ —-pues esto se demuestra al final, donde 
figura el signo Y —, entonces AO también es el cuádruple de 
MZ. De modo que también la restante BO es el cuádruple de la 
restante KM, es decir, de EX. Y por tanto la suma de las restan- 
tes BZ, XO es el triple de XX. Sea BZ el triple de XZ. Y enton- 
ces XO también es el triple de 2X. Y puesto que BA es el cuá- 
druple de BE —-pues también eso se demuestra— y, por otro 
lado, BÉ es el triple de ZE, entonces ZB es la tercera parte de 
BA. Y también EA es la tercera parte de AB, puesto que el pun- 
to E es el centro de gravedad del triángulo ABT. Y entonces la 
recta restante ZE es la tercera parte de BA. Y puesto que el pun- 
to O es el centro de gravedad del segmento entero, mientras que 
el centro de gravedad de la magnitud compuesta por los dos 
segmentos AKB, BAT es el punto X y el del triángulo ABT el 
punto E, entonces el triángulo ABT será a los segmentos restan- 
tes como XO a OE. Y el triángulo ABT es el triple de los seg- 
mentos!”; luego XO es el triple de OE. Y se había demostrado 
que X0 era también el triple de XZ; luego ZE es el quíntuple de 
EO —es decir, AE el quíntuple de EO, pues es igual a ella—; de 
manera que ^O es el séxtuple de OE. Y BA es el triple de AE; 
luego BO es una vez y media OA. 
Que es lo que había que demostrar. 


PROPOSICIÓN 9 


Y si cuatro líneas están en proporción continua y con la ra- 
zón que guarda la menor con el exceso en que la mayor excede 


18 La composición de una razón consiste en tomar el antecedente más el 
consecuente como una sola magnitud en relación con el consecuente; para las 
proporciones tomadas en alternancia, cf. vol. 1, Introducción, pág. 52. 

19 [Puesto que el segmento entero es cuatro tercios del triángulo ABI |. 
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a la menor se toma una recta que guarde esa razón con los tres] 
quintos del exceso en que excede la mayor de las proporciona- | 
les a la tercera, y con la razón que guarda la recta igual al do- $ 
ble de la mayor de las proporcionales más el cuádruple de la ¡ 
segunda, más el séxtuplo de la tercera más el triple de la cuarta $ 
con una recta igual al quintuple de la mayor más el décuplo de ] 
la segunda más el décuplo de la tercera más el quíntuple de la! 
cuarta se toma una recta que guarde esa razón con el exceso en | 
que la mayor de las proporcionales excede a la tercera, la suma : 
de las dos rectas tomadas será dos quintos de la mayor”, 


Sean cuatro líneas proporcionales AB, BT, BA, BE, y guar- 
de ZH con los tres quintos de AA la razón que guarda BE con | 
EA; y guarde HO con AA la razón que guarda una recta igual a ] 
la suma del doble de AB más el cuádruple de BT más el séxtu- | 


30 La proposición 9 tiene carácter de lema; en otros tratados —Conoides y á 
esferoides, Espirales— , Arquímedes anticipa estas demostraciones auxiliares i 
del tratado, aunque aquí considere que su lugar adecuado es inmediatamente | 
antes de la proposición en que ha de usarla. HEATH (op. cit., pág. 216) ofrece ` 
la prueba en expresión algebraica; DIJKSTERHUIS (op. cit., pág. 356), al presen- d 
tar las proposiciones 9 y 10, hace ver que comparte su opinión, y se expresa en ' 
los siguientes términos; «tal como están (scil. “las proposiciones 9 y 10”), son $ 
casi la cosa más indigesta de todas las matemáticas griegas: en la proposición : 
9 se formula como teorema la reducción de una expresión dada, que se presen- 
ta en la proposición 10, y se prueba sintéticamente antes de que tengamos á 
ninguna idea de los motivos para ocuparse precisamente de esta complicada | 
cuestión. No llegamos a conocer estos motivos hasta que encontramos que el .! 
argumento de la proposición 10, asimismo perfectamente sintético, conduce a 
la expresión en cuestión». A continuación, Dijksterhuis resume las dos propo- 4 
siciones en un único argumento analítico (págs. 356-360). 

Lo que Arquímedes propone es lo siguiente: si tenemos cuatro líneas en 
proporción A, B, C, D, de las que Á es la mayor y D, la menor, hay que hallar 
dos rectas x e y que cumplan que 

D:(A-D)::x:3/5(4-C) 
y que 
2A +4B+6C +3D : 5A +10B + 100 +5D :: y : (A-C) 
Una vez determinadas x e y se cumplirá que x + y = 2/5 A. 
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plo de BA más el triple de BE con una recta igual a la suma del 
quíntuple de AB más el décuplo de FB más el décuplo de BA 
más el quíntuple de BE. 

Se ha de demostrar que ZO es los dos quintos 
de AB. 

Puesto que AB, BT, BA, BE son proporcionales”, 
también AT, TA, AE están en la misma razón”, y la 
suma de AB, BT guarda con BA —es decir, el doble 
de la suma de AB, BT con el doble de BA—-la misma 
razón que AA con AE, y también? la suma de AB, BT 
con EB y todos con todos”. Por tanto AA guarda con 
AE la misma razón que la recta igual a la suma del 
doble de AB más el triple de TB más AB con una 2 
recta igual a la suma del doble de BA más BE; y la 
razón que guarda una recta igual a la suma del doble 
de AB más el cuádruple de BI más el cuádruple de - 
BA más el doble de BE con la recta igual a la suma 
del doble de AB más EB será la que guarde AA con B 
una recta menor que AE. 

Guárdela con AO. Y la suma de ambas” guardará con las 
primeras la misma razón: por tanto, OA guardará con AA la 
misma razón que una recta igual a la suma del doble de AB más 
el cuádruple de TB más el séxtuplo de BA más el triple de BE 
con la recta compuesta del doble de la suma de AB, EB más el 
cuádruple de la suma de I'B, BA. 

Y AA también guarda con HO la misma razón que el quín- 
tuple de la suma de AB, BE junto con el décuplo de la suma de 


A 


21 Ha de entenderse que lo son en proporción continua: AB: BT :: BP: BA 
“BA: BE. 

2 Es decir, AP: PA :: PA: AE. 

2 Sobreentiéndase; «guardan esa razón». 

% Entiéndase: «(la suma de) todos (los antecedentes) con (la suma de) to- 
dos (los consecuentes)». 


25 «Ambas»: AA y AO. 
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FB, BA con la recta compuesta por el doble de AB más el cuá- 
druple de FB más el triple de EB más el séxtuplo de BA. 


Si se ordenan las razones de modo disímil —+es decir, en! 


proporción perturbada**— y se toma la proporción ex aequali, 
OA guarda con HO la misma razón que el quíntuple de la suma 
de AB, BE junto con el décuplo de la suma de TB, BA con la 


recta compuesta por el doble de la suma de AB, BE más el cuá-' 


druple de la suma de TB, BA. 
Pero la recta compuesta por el quíntuplo de la suma de AB, 


BE junto con el décuplo de la suma de TB, BA guarda con la: 


compuesta por el doble de la suma de AB, BE más el cuádruple 
de la suma de TB, BA la razón de cinco a dos. Por tanto AO 
guarda con HO la razón de cinco a dos. 

A la vez, puesto que OA guarda con AA la misma razón que 
(la suma de) EB más el doble de BA con una recta igual a la 
compuesta por el doble de la suma de AB, BE más el cuádruple 


de la suma de TB, BA, y, por otro lado, AA es a AE como la : 


recta compuesta por el doble de AB más el triple de TB más BA 


es a una recta igual a (la suma de) EB más el doble de BA, en- í 


tonces, puesto que las razones están ordenadas de modo disímil 


—es decir, en proporción perturbada, — (por la propiedad) ex | 


aequali, OA es a AE como el doble de AB junto con el triple de 
BT más BA es a la recta compuesta por el doble de la suma 


de AB, BE más el cuádruple de TB, BA. De manera que también ' 


OE es a EA como la suma de TB más el triple de BA más el 
doble de EB es al doble de la suma de AB, BE más el cuádruple 
de la suma de TB, BA. 

Además AE es a EB como AF a TB, puesto que también por 


Hay motivos para dudar de la pureza del texto: dado que se repite dos | 


veces la misma indicación utilizando la primera vez la terminología arquime- 
dea («de modo disímil») y la segunda la euclidiana («en proporción perturba- 
da»), la expresión entre rayas podría tener carácter de glosa. Cf ARQUÍMEDES, 
Sobre los conoides y esferoides, Prop. 29, 414, 2 y n. 115 en vol. I, pág. 340. 
Para la expresión ex aequali, cf. vol. 1, Introducción, págs. 52-53. 
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composición”, y el triple de PA es al triple de AB como el doble 
de AE es al doble de EB. De modo que también la recta compues- 
ta por AT más el triple de TA más el doble de AE la guarda” con 
la compuesta por TB más el triple de AB más el doble de EB. 

Así, estando de nuevo las razones ordenadas de modo disí- 
mil —es decir, en proporción perturbada—, (por la propiedad) 
ex aequali EO guardará con EB la misma razón que AT más el 
triple de FA más el doble de AE con (la recta) doble de la suma 
de AB, BE junto con el cuádruple de la suma de FB, BA. Por 
tanto, la recta entera OB guarda con BE la misma razón que la 
recta igual al triple de AB más el séxtuplo de TB más el triple 
de BA con el doble de la suma de AB, BE más el cuádruple de 
la suma de TB, BA. 

Y puesto que las rectas EA, AT, TA están en la misma razón 
y también cada una de las sumas de EB más BA, de AB más BT 
y de TB más BA, también EA será a AA como la suma de EB, 
BA a la suma de AB, BT más la suma de FB, BA”. 

Por tanto, también por composición AE es a AA como la 
suma de EB, BA más la suma de AB, BT y más la suma de TBA 
—Jo cual es la suma de EBA más el doble de la suma de ABT — 
es ala suma de BA, BA más el doble de BT. 

De modo que también el doble guardará con el doble la mis- 
ma razón: es decir, que como EA es a AA así será el doble de la 
suma de EBA más el cuádruple de la suma de TBA al doble de 
la suma de ABA más el cuádruple de TB. 

De modo que también EA es a los tres quintos de AA como 
la recta compuesta por el doble de la suma de ABE más el cuá- 
druple de la suma de TBA a los tres quintos de la recta compues- 
ta por el doble de la suma de ABA más el cuádruple de FB. 

Pero EA es a los tres quintos de AÁ como EB a ZH. Y, por 


217 Entiéndase: «puesto que también por composición AB es a EB como AB 
a TB». 

28 Entiéndase: «la razón de AE a EB». 

2 Es decir: EA: AP: AT : TA x: EB + BA : AB + BT :: AB + BI : TB + BA. 
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tanto, EB es a ZH como el doble de la suma de ABE más el cuá- 


druple de la suma de ABT a los tres quintos de la recta compues- 
ta por el doble de la suma de ABA más el cuádruple de TB. 
Y se había demostrado que OB era a EB como el triple de la 


suma de ABA más el séxtuplo de TB al doble de la suma de : 


ABE más el cuádruple de la suma de TBA. 


Y por tanto, ex aequali, OB es a ZH como la recta compues- ; 
ta por el triple de la suma de ABA más el séxtuplo de TB a los - 
tres quintos de la recta compuesta por el doble de la suma de ` 


ABA más el cuádruple de TB. 


Pero la recta compuesta por el triple de la suma de ABA más ` 


el séxtuplo de FB guarda con la recta compuesta por el doble de 
la suma de ABA más el cuádruple de TB la razón de tres a dos, 


mientras que con los tres quintos de la misma? guarda la razón 


de cinco a dos. 


Y se había demostrado que también AO guarda con HO la 
razón de cinco a dos. Luego la recta BA entera guarda con la rec- ' 


ta ZO entera la razón de cinco a dos. 
Y si eso es así, ZO es dos quintos de AB. Que es es lo que 
había que demostrar. ; 


PROPOSICIÓN 10 


En todo tronco restado de una parábola, el centro de gra- ` 


vedad está en la recta que es el diámetro del tronco situado del 
modo siguiente: dividida la recta en cinco partes iguales, en 
la quinta parte central, de modo que su segmento más próximo 
a la base menor del tronco guarde con el segmento restante la 
misma razón que la que guarda el sólido que tiene por base el 
cuadrado construido sobre la mayor de las bases del tronco y 
por altura una recta igual a la suma del doble de la menor de 


30 «La misma» se refiere al «doble de la suma de AB más BA más el cuá- 
druple de TB». 
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las bases más la mayor con el sólido que tiene por base el cua- 
drado construido sobre la menor de las bases del tronco y por 
altura una recta igual a la suma del doble de la mayor de ellas 10 
más la menor. 


Sean en una parábola dos rectas AT, AE, y sea BZ el diáme- 
tro del segmento ABT —es evidente también que HZ es el diá- 15 
metro del tronco AAET?!—. Y, cortada la recta HZ en cinco 
partes iguales, sea OK la quinta parte central, y guarde OI con 
IK la misma razón que la que guarda el sólido que tiene por base 
el cuadrado de lado AZ. y por altura una recta igual a la suma del 20 
doble de AH más AZ con el. sólido que tiene por base el cuadra- 
do de lado AH y por altura una recta igual a la suma del doble de 
AZ más AH. 

Se ha de demostrar que el punto l es el centro de gravedad 25 
del tronco AAET. l 

Sea MN igual a ZB, y NO igual a HB, y tómese NZ, media 206 
proporcional de las rectas MNO, y la cuarta proporcional TN”; 
y como TM es a TN, así sea ZO a una recta a partir de I, caiga 


M £ 07 N 
q¿E_AA A a 


A zZ z 


donde caiga el otro punto —pues es indiferente que esté entre 5 
Z, H o entre H, B; (pongamos que sea) IP. 


3 [Y que AT, AE son paralelas a la tangente a la parábola en el punto B]. 
2 Es decir, «de MN, NO, NB». 
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Y puesto que ZB es un diámetro en un segmento de parábo- 1 

la, o bien BZ es el diámetro principal de la parábola” o bien ha | 

10 sido trazada paralela al diámetro, y las rectas AZ, AH son cuer- 3 
das conjugadas al diámetro**, puesto que son paralelas a la tan- ' 


gente a la parábola en el punto B. 


Si esto es así, AZ es a AH en potencia” como ZB es a BH en i 


longitud, esto es, como MN a NO. Y MN es a NO en longitud 


15 como MN a NE en potencia. Y, por tanto, AZ es a AH en poten- | 


cia como MN a NE en potencia. De modo que también en lon- 
gitud están en la misma razón. Y, por tanto, el cubo de arista AZ 

es al cubo de arista AH como el cubo de arista MN al cubo de 

20 arista NZ. Pero el cubo de arista AZ es al cubo de arista AH como 
208 el segmento ABT es al segmento ABE, mientras que el cubo 
de arista MN es al cubo de arista NZ como MN a NT, De modo 
que también, por descomposición, el tronco AAET es al seg- 
mento ABE como MT a NT, es decir, como 3/5 de HZ a IP. 

5 Y puesto que el sólido que tiene por base el cuadrado de lado 
AZ y por altura la recta compuesta por el doble de AH más AZ 
guarda con el cubo de arista AZ la razón del doble de AH más 
AZ con ZA —de modo que también la que guarda el doble de 

10 NE más NM con NM—, entonces también el cubo de arista AZ 
es al cubo de arista AH como MN a NT, y el cubo de arista AH 

es al sólido que tiene por base el cuadrado de lado AH y por 
altura la recta compuesta por el doble de AZ más AH como AH 

15 ala recta compuesta por el doble de AZ más AH, de modo que 


3 Gr. archika tás tomás, expresión poco frecuente que, según MUGLER, 
Dictionnaire de la terminologie mathématique des grecs, carece de valor ter- 
minológico. 

La definición figura en APOLONIO, Cónicas I 4: «En toda línea curva que 
está en un plano, llamo diámetro a la recta que, trazada desde la curva, corta por 
la mitad a todas las rectas dentro de la curva paralelas a una recta, y llamo vérti- 
ce de la línea al extremo de esa recta (es decir, “del diámetro”) en la línea, y digo 
que cada una de las paralelas ha sido trazada conjugada al diámetro». 

% Comparar rectas en potencia es sinónimo de comparar los cuadrados 
construidos sobre ellas, es decir: AZ? : AH? :: ZB : BH. d 
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también están en la razón de TN a la recta compuesta por el 
doble de ON más TN, y entonces tenemos cuatro magnitudes 
—el sólido que tiene por base el cuadrado de lado AZ y por al- 
tura la recta compuesta por el doble de AH más AZ y el cubo de 
arista AZ y el cubo de arista AH y el sólido que tiene por base 
el cuadrado de lado AH y por altura la recta compuesta por el 
doble de AZ más AH— proporcionales a cuatro magnitudes 
tomadas de dos en dos —la recta compuesta por el doble de NZ 
más NM, y otra magnitud, la recta MN, y otra a continuación, 
la recta NT, y por último la recta compuesta por el doble de NO 
más NT. 

Ex aequali, por tanto, resultará que el sólido que tiene por 
base el cuadrado de lado AZ y por altura la recta compuesta por 
el doble de AH más AZ es al sólido que tiene por base el cua- 
drado de lado AH y por altura la recta compuesta por el doble 
de AZ más AH como la recta compuesta por el doble de NE 
más MN es a la recta compuesta por el doble de NO más NT. 
Pero el sólido indicado es al sólido indicado como Ol a IK. Y 
por tanto OI es a IK como la recta compuesta a la recta com- 
puesta. De modo que también serán proporcionales si tomamos 
la proporción en composición y multiplicamos por cinco los 
antecedentes; por tanto ZH es a IK como el quíntuple de la 
suma de MNT más el décuplo de la suma de NZ, NO al doble 
de ON y NT. Y ZH es a ZK —que es dos quintos de ella*— 
como (la recta compuesta por) el quíntuple de la suma de MNT 
más el décuplo de la suma de ENO a (la recta compuesta por) 
el doble de suma de MNT más el cuádruple de la suma de ENO. 
Entonces, ZH será a 71 como el quíntuple de la suma de MNT 
más el décuplo de la suma de ENO a la recta compuesta por el 
doble de MN más el cuádruple de NE más el séxtuplo de ON 
más el triple de NT. 

Puesto que MN, NE, ON, NT son cuatro rectas en propor- 
ción continua y NT es a TM como una recta tomada Pla los tres 


36 «ZK = 2/5 ZH», se entiende. 
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quintos de ZH —es decir, de MO— y, por otro lado, la recta 

compuesta por el doble de NM más el cuádruple de NE más el ' 
séxtuplo de NO más el triple de NT es a la recta compuesta por | 
el quíntuple de la suma de MNT más el décuplo de la suma de | 
ENO corno otra recta tomada IZ es a ZH —es decir, a MO— i 


entonces, por lo dicho anteriormente, PZ será dos quintos de 
MN —es decir, de ZB. 


De modo que el punto P es el centro de gravedad del seg- ` 


mento ABT. 


Sea además el punto X el centro de gravedad del segmento ` 
ABE. Entonces el centro de gravedad del tronco AAET estará ' 


en la recta trazada como prolongación de XP que guarde con 
ella* la misma razón que guarda el tronco con el segmento res- 


tante. Y es el punto I“, puesto que BP es los tres quintos de ZB; 
y BX es los tres quintos de HB y, por tanto, XP es los tres quin- | 


tos de la recta restante HZ. 

Entonces, puesto que el tronco AAET es al segmento ABE 
como MT a TN, mientras que MT es a TN como los tres quintos 
de HZ —<que es XP— es a PI, entonces también el tronco AAET 
será al segmento ABE como XP a PI. 

Y el punto P es el centro de gravedad del segmento entero, 
y el punto X el centro de gravedad del segmento ABE. 

Entonces está claro también que el punto I es el centro de 
gravedad del tronco AAET, 


7 Es decir, con XP. 
3 Entiéndase: «el que cumple esas condiciones», 


ARENARIO 


INTRODUCCIÓN 


Frente a la mayor parte de las obras conservadas de Arguíme- 
des, gue, en forma de tratado, tienen por destinatarios a sus cole- 
gas matemáticos, el Arenario se nos presenta como una carta 
dirigida a un destacado hombre político, Gelón de Siracusa. Este 
personaje, hijo del tirano Hierón II y corregente con él durante 
unos veinticinco años, falleció en 216 a.C., fecha que nos sirve 
como término ante quem para la datación de la obra. El texto 
conserva casi plenamente el dialecto de Siracusa, y ese hecho nos 
lleva a pensar que no se contó entre los trabajos de Arquímedes 
que más interés suscitaron en el mundo bizantino. Su contenido, 
de carácter divulgativo —y es el único de los escritos suyos con- 
servados al que podemos aplicar ese calificativo—, es resumido 
por Arquímedes al principio de la epístola: «Creen algunos, rey 
Gelón, que es infinito en cantidad el número de los granos de 
arena... Y hay también algunos que suponen que no es que sea 
infinito, sino que no ha recibido nombre ninguna cifra tan elevada 
que exceda esta cantidad... Pero yo intentaré hacerte ver —me- 
diante demostraciones geométricas que podrás comprender— 
que algunos de los números a los que he dado nombre y que he 
dado a conocer en los libros que dediqué a Zeuxipo superan no 
sólo el número de granos de arena igual en magnitud a la Tierra 
colmada..., sino también el de un volumen igual al mundo». 

El sistema de denominación de los números aludido por Ar- 
químedes, del que parece estar tan satisfecho, no tuvo mucho 
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éxito, pues no fue adoptado por los matemáticos posteriores, 
pero su enorme potencialidad gueda bien puesta de relieve en 
este trabajo. 

La lengua griega carecía de palabras para expresar números 
elevados'. El geómetra puede, en general, pasarse sin los núme- 
ros, pero el físico no. No es de extrañar, por tanto, que Arquíme- 
des, interesado en ambas ramas del saber, echase en falta una 
nomenclatura con la que poder traducir sus cálculos en palabras 
de modo claro y conciso. 

El tema aparentemente banal de la obra —¿a quién se le 
ocurre contar los granos de arena?— y su brevedad no deben 
llevarnos a creer que carece de interés. Sin duda, no tiene la 
valía matemática de los grandes tratados?, pero como fuente de 
información es ciertamente insustituible. Uno de los pasajes 
más curiosos de la obra es el que relata cómo, con una peana y 
dos carretes, Arquímedes se construyó una dioptra que le per- 
mitió establecer que el ángulo que ocupa el Sol en la eclíptica 
es «menor que una parte del recto dividido en 164 partes, pero 
` mayor que una parte del recto dividido en 200 partes», aproxi- 
mación más que razonablemente buena teniendo en cuenta la 
humildad de los medios empleados. 

Un segundo pasaje digno de especial consideración es el 
relativo a Aristarco y su concepción heliocéntrica del mundo, 
pues es la única mención precisa y suficientemente amplia de 
esta hipótesis que encontramos en toda la literatura antigua, y la 
que le ha valido a Aristarco el sobrenombre de «el Copérnico de 
la Antigiiedad»*. Arquímedes lo menciona para usar su teoría 


! Sólo contaban con términos patrimoniales hasta myrioi —«diez mil, mi- 
ríada»— y en compuestos más modernos no iban más allá de la myriás myriá- 
don —«miríada de miríadas». 

2 Prácticamente todos los teoremas de que se sirve para alcanzar sus resul- 
tados figuran entre los más divulgados de los recogidos en los Elementos de 
Euclides. 

3 Contemporáneo de Arquímedes mayor que él (circa 310-230 a.C.), su 
cronología se determina gracias a que Ptolomeo menciona su observación del 
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como recurso auxiliar: en su intención de sorprender al destina- 
tario —y a sus restantes lectores potenciales— expresando un 
número verdaderamente muy elevado, no se conforma con el 
recuento de la arena de la Tierra, una vez colmados «todos los 
mares y las oquedades hasta una altura igual a la de las más al- 
tas montañas», sino que pretende dar el número de granos nece- 
sario para llenar el mundo. Los astrónomos de su tiempo llama- 
ban «mundo» a la esfera que, con centro en el centro de la 
Tierra, tenía por radio la recta que iba del centro del Sol al cen- 
tro de la Tierra; pero Arquímedes buscará un mundo de dimen- 
siones mucho mayores que las generalmente admitidas por sus 
contemporáneos. Y aquí es donde entra la hipótesis de Aristar- 
co: según él, los astros fijos y el Sol permanecían inmóviles, y 
la Tierra se desplazaba según una circunferencia con el Sol 
como centro; además, la esfera de los astros fijos, situada en 
torno al mismo centro que el Sol, era de un tamaño tal que el 
círculo por el que se desplazaba la Tierra guardaba con la dis- 
tancia a los astros fijos una razón como la que guarda el centro 
de la esfera con su superficie. 

La afirmación de que la órbita de la Tierra en torno al Sol 
guarda con la esfera de las estrellas fijas la misma proporción 
que el centro respecto a la esfera no es aceptable geométrica- 
mente, objeta Arquímedes: «puesto que el centro de la esfera no 
tiene ningún tamaño, tampoco cabe aceptar que guarde ninguna 
razón con la superficie de la esfera»; pero inmediatamente a 
continuación explica que el razonamiento de Aristarco se ha de 
interpretar en el sentido de que, «puesto que suponemos que la 
Tierra es como el centro del mundo, la razón que guarda la Tie- 
rra con lo que nosotros llamamos mundo es la misma razón que 


solsticio de verano de 280 a.C. (Almagesto, 3.2). Vitruvio lo alaba como uno 
de los pocos hombres que poseían un conocimiento igualmente profundo de las 
diversas ramas de la matemática; no obstante este juicio favorable, la única 
obra suya que se nos conserva es el tratado Sobre los tamaños y distancias del 
Sol y la Luna. 
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guarda la esfera en la que está el círculo según el cual se supone 
que la Tierra se desplaza con la esfera de los astros fijos». Por 
mucho que nos parezca hoy —como se lo parecía a los matemá- 
ticos antiguos— que la expresión es poco acertada, expresiones 
similares aparecen en las obras de Euclides, Gémino, Ptolo- 
meo, Cleomedes y en el segundo presupuesto de la obra conser- 
vada de Aristarco, lo que nos hace pensar que se trataba de un 
«cliché» de los astrónomos antiguos, lo que explica que Arquí- 
medes se avenga con tanta facilidad a aceptar un aserto mate- 
máticamente improcedente. 

La tercera información significativa que aporta la obra nos 
lleva a un terreno distinto del de la ciencia. Arquímedes nos trans- 
mite que un astrónomo, Fidias, había realizado observaciones y 
cálculos que le llevaron a afirmar que el diámetro del Sol era 
doce veces mayor que el de la Luna. La noticia podría no tener 
más interés si no fuera porque ese Fidias era el padre de Arquí- 
medes*, lo que nos permite comprender mejor el interés de Ar- 
químedes por las cuestiones matemáticas y su presencia tempo- 
ral en la Alejandría de vida científica animada por el Museo y 
sus ilustres visitantes. 


* El texto de los mss. presenta en este punto una palabra incomprensible, 
axovratpoc, que fue corregida por los editores en 4yod ratpóg. La corrup- 
ción en los manuscritos por la confusión entre las formas cursivas de K y p 
no es rara (cf. REYNOLDS y WILSON, Seribes and Scholars, Oxford, 1968, 
cap. 6.viii [trad. esp. A. Bravo, Madrid, Gredos], y este hecho nos permite 
deducir que el error en la copia debió producirse después del siglo 1x, cuando 
se generalizó el uso de la cursiva en los mss. 
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11 Creen algunos, rey Gelón', que es infinito en cantidad el 
número de los granos de arena —me refiero no sólo a la que hay 
en Siracusa y el resto de Sicilia, sino también a la de toda la Tierra 
habitada y no habitada—. Y hay también algunos que suponen 
que no es que sea infinito, sino que no ha recibido nombre ningu- 
na cifra tan elevada que exceda esta cantidad. 2 Está claro que 
quienes opinan así considerando la cantidad de granos de arena 
reunida en un volumen tan grande como el volumen de la Tierra, si 
llenaran con él todos los mares y las oquedades de la Tierra hasta 
una altura igual a la de las más altas montañas, podrán aún mucho 
menos decir un número que exceda la magnitud de aquél. 

3 Pero yo intentaré hacerte ver —mediante demostraciones 
geométricas que podrás comprender— que algunos de los nú- 
meros a los que he dado nombre y que he dado a conocer en los 
libros que dediqué a Zeuxipo superan no sólo el número de 
granos de arena igual en magnitud a la Tierra colmada, como 
dijimos, sino también el de un volumen igual al mundo. 

4 Te consta que la mayor parte de los astrónomos llaman 
«mundo» a la esfera cuyo centro es el centro de la Tierra y cuyo 
radio es igual a la recta que hay entre el centro del Sol y el cen- 
tro de la Tierra, pues eso ya lo has aprendido de las demostra- 
ciones escritas por los astrónomos. 


! Cf. Introducción a este tratado, pág. 127. 
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Aristarco de Samos dio a conocer escritos con unas hipóte- ; 
sis en las que resulta, a partir de sus supuestos, que el mundo es ¡ 


múltiplo de lo recién indicado, 5 pues supone que los astros fi- 


jos y el Sol permanecen inmóviles, y que la Tierra se desplaza | 
según una circunferencia de círculo en torno al Sol, el cual está 4 
situado en el centro de su curso, y que la esfera de los astros fi- i 
jos, situada en torno al mismo centro que el Sol, es de un tama- 
ño tal que el círculo según el cual supone que se desplaza la ; 
Tierra guarda con la distancia de los astros fijos una razón como | 


la que guarda el centro de la esfera con su superficie. 


6 Es más que evidente que esto es imposible: puesto que el 
centro de la esfera no tiene ningún tamaño tampoco cabe acep- | 
tar que guarde ninguna razón con la superficie de la esfera?. | 


Pero hay que admitir que Aristarco razonó así: puesto que supo- 


nemos que la Tierra es como el centro del mundo, la razón que | 
guarda la Tierra con lo que nosotros llamamos mundo es la mis- ' 


ma razón que guarda la esfera en la que está el círculo según el 


cual se supone que la Tierra se desplaza con la esfera de los ` 
astros fijos. Adapta las demostraciones de los fenómenos? a este | 


supuesto y, sobre todo, resulta evidente que supone que la mag- 
nitud de la esfera en la que hace que se mueva la Tierra es igual 
a lo que nosotros llamamos «mundo». 


7 Afirmamos que, incluso si hubiera una esfera de arena tan i 
grande en magnitud como Aristarco supone que es la esfera de las . 


estrellas fijas, también así podremos demostrar que algunos de 


los números con nombre a los que hacíamos referencia al principio* ! 
exceden en cantidad el número de granos de arena que contiene una . 


magnitud igual a la de la esfera dicha, bajo los siguientes supuestos: 


3 Única referencia precisa antigua al sistema heliocéntrico de Aristarco; 
cf. la introducción a este tratado, pág. 128. 

3 El término «fenómenos» se ha de interpretar en su sentido técnico de 
«hechos astronómicos observables»; éstos eran los que los astrónomos griegos 
intentaban explicar matemáticamente. 

* Es decir, los que Arquímedes había dado a conocer en sus escritos a 
Zeuxipo. 
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8 En primer lugar, que el perímetro de la Tierra es de 300 
miríadas* de estadios y no mayor, aunque algunos‘ han intenta- 
do demostrar, como también tú sabes, que es de 30 miríadas de 
estadios. Pero yo, yendo más allá y poniendo el tamaño de la 
Tierra en el décuplo de lo que opinaban mis predecesores, su- 
pongo que es de 300 miríadas de estadios y no más”. 

Después de esto, que el diámetro de la Tierra es mayor que 
el diámetro de la Luna y que el diámetro del Sol es mayor que el 
diámetro de la Tierra, asumiendo en esto igualmente lo mismo 
que la mayoría de los astrónomos anteriores. 

9 Después de esto, que el diámetro del Sol es treinta veces 
mayor que el diámetro de la Luna y no más, aunque entre los 
astrónomos anteriores Eudoxo hizo ver que era nueve veces ma- 


5 Aun cuando el DRAE sólo reconoce el significado «cantidad muy gran- 
de, pero indefinida» para el término «miríada», es bien conocido del hablante 
culto medio el significado «diez mil» que se atribuye al lexema «miria-» en 
compuestos en el sistema métrico decimal (valor que también recoge el 
DRAE). Más adelante, Arquímedes usará repetidamente la expresión pupiádes 
popióbav: traducirla por «decenas de millar de decenas de millar» conduce a 
una especie de interminable juego de palabras que sólo contribuye a oscurecer 
los prístinos razonamientos del siracusano; de ahí que hayamos optado por 
permitirnos esta libertad terminológica. 

$ Para Heiberg, podría referirse a Dicearco, el geógrafo y erudito discípulo 
de Aristóteles. 

7 El estadio, como las demás medidas en la Antigüedad, era variable depen- 
diendo de las ciudades; en época clásica contenía 600 pies, de lo que resulta un 
estadio de 192 m (aprox.) si tomamos el pie de Olimpia (320 mm), o de 177,5 m 
(aprox.) si tomamos el de Atenas, (295,7 mm). Con esas medidas, los cálculos 
que Arquímedes nos transmite como habitualmente aceptados en su tiempo 
dan un perímetro que oscila entre los 53.250 y los 57.600 km, y diez veces más 
con las cifras que él propone, entre 532.500 y los 576.000 km (!); la cifra hay 
que entenderla en el sentido que él mismo indica, de manifiesta exageración, 
con vistas a presentar la potencia del sistema de denominación de los números 
inventado por él. 

El cálculo que las fuentes antiguas atribuyen a Eratóstenes, 252.000 esta- 
dios, arroja unos resultados mucho más próximos a los cálculos actuales, entre 
44.730 y 48.384 km. 
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yor; Fidias, mi padre, que doce veces, y Aristarco intentó de- 
mostrar que el diámetro del Sol era más de dieciocho veces ma- 
yor que el de la Luna, pero menor que veinte veces más". Y yo, 
yendo también más allá que éste, para que quede demostrado lo 
que propongo sin lugar a debate, supongo que el diámetro del 
Sol es treinta veces mayor que el diámetro de la Luna, y no más. 

10 Además de esto, que el diámetro del Sol es mayor que el 
lado del polígono? de mil lados inscrito en un círculo máximo 
de los del mundo. Esto lo supongo tras haber descubierto Aris- 
tarco que el Sol se nos aparece como un setecientosveinteavo 
de un arco del Zodíaco y yo, tras reflexionar sobre esta observa- 
ción y recurriendo a instrumentos, intenté tomar del modo que 
sigue el ángulo que ocupa el Sol y que tiene por vértice el ojo. 
11 Tomarlo de modo preciso no es fácil porque ni la vista ni las 
manos ni los instrumentos mediante los cuales ha de tomarse 
son fiables para mostrarlo con precisión, 

Pero en el momento presente no es oportuno alargarse espe- 
cialmente sobre estas cuestiones, puesto que cosas semejantes 
han sido señaladas repetidamente. Para la demostración de lo 
propuesto me basta con tomar un ángulo que no sea mayor que 
el ángulo que ocupa el Sol y que tiene por vértice el ojo y des- 
pués tomar otro ángulo que no sea menor que el ángulo que 
ocupa el Sol y que tiene por vértice el ojo. 

12 Tras disponer una regla larga sobre una peana vertical 
situada en un lugar desde donde se pueda ver el Sol cuando está 
a punto de levantarse y poner en pie sobre la regla un cilindrito 
torneado, inmediatamente después de la aparición del Sol", 


3 La relación real entre los diámetros de la luna y el Sol es, aproximada- 
mente, de 1/400. Los cálculos de Aristarco se nos han conservado en su tratado 
Sobre los tamaños y distancias del Sol y la Luna (texto y trad. en TH. L. HEATH, 
Aristarchus of Samos, 1959 rp.). 

° «Polígono regular», se entiende, 

19 Era costumbre en la Antigüedad llevar a cabo las observaciones en el 
momento de la salida del Sol, dado que no disponían de medios para proteger- 
se la vista. 
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cuando éste está junto al horizonte y se puede mirar de frente, 
se vuelve la regla hacia el Sol y se coloca el ojo sobre el extre- 
mo de la regla. El cilindro, puesto entre el Sol y el ojo, tapa el 
Sol. Apartando entonces!' poco a poco el cilindro de la vista en 
el momento en que una pequeña parte del Sol empieza a vis- 
lumbrarse por cada lado del cilindro, éste queda fijado. 13 Si 
entonces ocurre que la vista empieza a ver desde un punto, una 
vez trazadas rectas tangentes al cilindro desde el extremo de la 
regla en el lugar en que el ojo estaba fijado, el ángulo compren- 
dido por las rectas trazadas es menor que el ángulo que ocupa el 
Sol y que tiene por vértice el ojo, porque se ve un poco del Sol 
por cada lado del cilindro. Puesto que los rayos visuales ven no 
desde un punto, sino a partir de cierta magnitud, se toma una 
magnitud redonda no menor que el ojo y poniendo la magnitud 
en el extremo de la regla en el lugar en que se había puesto el 
ojo, una vez trazadas rectas tangentes a la magnitud y al cilin- 
dro, el ángulo comprendido por las tangentes trazadas es menor 
que el ángulo que ocupa el Sol y que tiene por vértice el ojo. 

14 La magnitud que no es menor que el ojo se halla del 
modo siguiente: se toman dos cilindros finos del mismo grosor 
uno que otro, uno blanco y otro no, y se colocan ante el ojo —el 
blanco separado del ojo, el que no es blanco tan cerca del ojo 
como sea posible, incluso tocando el rostro—. Si los cilindros 
tomados son más estrechos que el ojo, el cilindro más próximo 
es abarcado por el ojo y por detrás de él se ve el blanco: si son 
mucho más estrechos, entero, y si no son mucho más estrechos, 
se ven algunas partes del cilindro blanco por cada lado del que 
está más cerca del ojo; y si estos cilindros se toman del tamaño 
adecuado, uno de ellos con su grosor tapa al otro y no más. La 
magnitud adecuada para el grosor de los cilindros que cumplen 
este requisito no es menor que el ojo. 

15 Y el ángulo que no es menor que el ángulo que ocupa el 
Sol y que tiene por vértice el ojo se toma así: si sobre la reglilla 


H [Del cilindro]. 


10 


20 


25 


226 


21 


228 


136 AROUÍMEDES 


se separa el cilindro del ojo de manera que el cilindro cubra la 


vista del Sol entero, una vez trazadas rectas tangentes al cilindro | 
desde el extremo de la regla en el lugar en que estaba situado el ' 
ojo, el ángulo comprendido por las rectas trazadas no es menor 


que el ángulo que ocupa el Sol y que tiene por vértice el ojo. 
16 Midiendo un ángulo recto mediante los ángulos así toma- 


dos, el del vértice resultó menor que una parte de las 164 en que į 


quedaba dividido el recto, mientras que el ángulo menor era ma- 
yor que una parte de las 200 en que quedaba dividido el recto. Es 


evidente por tanto que el ángulo con vértice en el ojo que ocupa | 
el Sol es menor que una parte del recto dividido en 164 partes, ; 


pero mayor que una parte del recto dividido en 200 partes”, 
17 Si se dan por confirmados estos datos, se demuestra que 
el diámetro del Sol es mayor que el lado del polígono de mil 


lados inscrito en el círculo máximo de los (de la esfera) del ' 


mundo. 


Considérese trazado un plano que pase por el centro del Sol E 
y el centro de la Tierra y por el ojo cuando el Sol está un poco por . 


encima del horizonte, y corte al mundo el plano trazado según el 
círculo ABT, y a la Tierra según el círculo AEZ, y al Sol según 
el círculo EH, y sea O el centro de la Tierra y K el del Sol y sea 
A el ojo y desde A trácense las rectas AA, AZ, tangentes al círcu- 
lo £H, y séanle tangentes en los puntos N y T, y desde O trácen- 
se las rectas OM, OO y séanle tangentes en X y P, y corten las 
rectas 0M, OO al círculo ABT en los puntos A y B. 

18 Entonces OK es mayor que AK, dado que se ha supues- 
to que el Sol está por encima del horizonte". De modo que el 


2 De los cálculos de Arquímedes resulta para el Sol una medida angular 
entre 27' y 32'1”. La medida angular del Sol en la eclíptica es, en realidad, 
variable, dependiendo de la distancia entre el Sol y la Tierra en el momento de 
la medición, pero a la distancia media de la Tierra al Sol se calcula hoy un 
diámetro de 31* 59,26”, 

El ángulo del polígono de mil lados inscrito en la circunferencia tiene 
21°36”. 

13 Es decir, el ángulo OAK sería recto si el centro K del Sol estuviera exac- 
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ángulo comprendido por AA, AZ es mayor que el ángulo com- 
prendido por las rectas OM, OO [Ópt. 24]. Por otro lado, el 


ángulo comprendido por AA, AZ es mayor que un doscientosa- 
vo de un recto, pero menor que una parte de un ángulo recto 
dividido en 164 partes, pues es igual al ángulo con vértice en el 
ojo que ocupa el Sol. De modo que el ángulo comprendido por 
OM, 00 es menor que una parte del ángulo recto dividido en 
164 partes, y la cuerda AB es menor que la cuerda que subtien- 
de a un sector de la circunferencia del círculo ABT dividida en 
656 partes. 19 Y el perímetro de la figura poligonal indicada'* 


tamente sobre el horizonte (la tangente KA al círculo de centro en O sería per- 
pendicular al radio OA); pero puesto que K está por encima del horizonte, el 
ángulo OAK es obtuso; luego, en efecto, OK > AK. 

14 Es decir, el polígono de mil lados. 
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guarda con el radio del círculo ABT una razón menor que la de | 


44 a 7, porque el perímetro de todo polígono inscrito en un 


círculo guarda con el radio una razón menor que la de 44a 7 ; 
—ya sabes que hemos demostrado que la circunferencia de : 
todo círculo es mayor que el triple del diámetro más algo menos - 


de la séptima parte [Med. círc. 3], y el perímetro del polígono 


inscrito es menor que ella [Esf. cil. I, corol. a los postulados]; | 
por tanto, BA guarda con OK una razón menor que la de 11a | 


1148. 20 De modo que BA es menor que la centésima parte de 
OK. Y el diámetro del círculo 2H es igual a BA, porque DA, su 
mitad, es igual a KP — pues siendo iguales OK, OA, desde sus 
extremos se han trazado perpendiculares que subtienden el mis- 
mo ángulo. 

Así pues, es evidente que el diámetro del círculo XH es me- 
nor que la centésima parte de OK, Y el diámetro EOY es menor 


que el diámetro del círculo ZH, puesto que el círculo AEZ es . 


menor que el círculo 2H [por hipót.]. Por tanto la suma de OY, 
KZ es menor que la centésima parte de OK. De modo que OK 
guarda con YÈ una razón menor que la de 100 a 99, 21 Y puesto 
que OK no es menor que OP [Elem. III 8] mientras que EY 
es menor que AT, entonces OP guardaría con AT una razón 
menor que la de 100 a 99. Y puesto que, siendo triángulos rec- 
tángulos OKP, AKT, las rectas KP, KT son lados iguales, mien- 
tras que OP, AT son desiguales y OP es mayor, el ángulo com- 
prendido por AT, AK guarda con el ángulo comprendido por 
OP, OK una razón mayor que la de OK a AK, pero menor que 
la de OP a AT; —pues si los catetos!'* correspondientes de dos 
triángulos rectángulos son iguales mientras que los otros son 
desiguales, el ángulo mayor de los adyacentes a los lados de- 
siguales guarda con el menor una razón mayor que la mayor de 
las hipotenusas con la menor, pero menor que el cateto mayor 


15 Aquí, como un poco más adelante, la expresión usada por Arquímedes 
para referirse a los catetos es «gramma tán perì tan orthán goníáns («recta de 
las que están en torno al ángulo recto»). 
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con el cateto menor'*—, 22 De modo que el ángulo comprendi- 
do por AA, AZ guarda con el ángulo comprendido por VO, OM 
una razón menor que OP con AT, la cual precisamente!” guar- 
da una razón menor que la de 100 a 99. De modo que también 
el ángulo comprendido por AA, AZ guarda con el ángulo com- 
prendido por OM, OO una razón menor que la de 100 a 99, 

Y puesto que el ángulo comprendido por AA, AZ es mayor 
que la doscientosava parte de un recto, el ángulo comprendido 
por OM, OO sería mayor que 99 partes del recto dividido en 
veinte mil; de modo que es mayor que una parte del recto divi- 
dido en 203. Por tanto la recta BA es mayor que la cuerda que 
subtiende a un sector de la circunferencia del círculo ABT divi- 
dida en 812 partes. 

Y el diámetro del Sol es igual a AB'*; por tanto es evidente 
que el diámetro del Sol es mayor que el lado del polígono de mil 
lados. 


H 1 Supuestos estos resultados, se demuestra también lo 
siguiente, que el diámetro del mundo es menor que el diámetro 
de la Tierra multiplicado por diez mil y también que el diámetro 
del mundo es menor que cien miríadas de miríadas de estadios. 


Dado que se ha supuesto que el diámetro del Sol no es ma- 
yor que treinta veces el diámetro de la Luna y que el diámetro 
de la Tierra es mayor que el diámetro de la Luna, está claro que 
el diámetro del Sol es menor que treinta veces el diámetro de la 
Tierra. 

A la vez, puesto que se ha demostrado que el diámetro del 
Sol es mayor que el lado del polígono de mil ángulos inscrito en 
un círculo máximo de los del mundo, está claro que el períme- 
tro del polígono de mil lados indicado es menor que mil veces 


16 La prueba de este aserto puede deducirse de EUCLIDES, Elem. VI 33. 
17 Es decir, «OP con AT». 
18 Es decir, al diámetro del círculo 2H. 
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el diámetro del Sol. Y el diámetro del Sol es menor que treinta 
veces el diámetro de la Tierra; de modo que el perímetro del 
polígono de mil lados es menor que treinta mil veces el diáme- 
tro de la Tierra. 2 Entonces, puesto que el perímetro del polígo- 
no de mil lados es menor que treinta mil veces el diámetro de la 
Tierra, pero mayor que el triple del diámetro del mundo —pues 
se ha demostrado que el diámetro de todo círculo es menor que 
la tercera parte del perímetro de cualquier polígono, equilátero 
y de mayor número de ángulos que el hexágono, inscrito en el 
círculo!" —, el diámetro del mundo sería menor que diez mil 
veces el diámetro de la Tierra. 

Por consiguiente se ha demostrado que el diámetro del mun- 
do es menor que diez mil veces el diámetro de la Tierra. 


3 A partir de ello está claro que el diámetro del mundo es 
menor que cien miríadas de miríadas de estadios. 

Dado que se ha supuesto que el perímetro de la Tierra no es 
mayor que trescientas miríadas de miríadas de estadios y que el 
perímetro de la Tierra es mayor que el triple del diámetro por ser 
la circunferencia de cualquier círculo mayor que el triple del diá- 
metro, está claro que el diámetro de la Tierra es menor que cien 
miríadas de estadios. Puesto que el diámetro del mundo es menor 
que 10.000 veces el diámetro de la Tierra, esta claro que el diáme- 
tro del mundo es menor que 100 miríadas de miríadas de estadios. 


4 Respecto a las medidas y distancias, ésas son mis hipóte- 
sis, y en cuanto a la arena, lo que sigue: si hay una magnitud no 
mayor que una semilla de adormidera compuesta de granos de 
arena, el número de éstos no será mayor que diez mil y el diá- 
metro de la semilla de adormidera no será menor que un cua- 
rentavo de pulgada”. 


19 Cf. Elem. IV 15, corol. 
22 La «pulgada» (dáktylos) era la medida más pequeña de longitud entre los 
griegos (en torno a 2 cm). 
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Esto lo supongo atendiendo a la siguiente observación: so- 
bre una regla pulida se dispusieron semillas de adormidera en 
línea recta en fila de a una y tocándose unas a otras y veinticin- 
co semillas de adormidera ocuparon una longitud mayor que 
una pulgada. Poniendo que el diámetro de la semilla de adormi- 
dera es menor, tomo como hipótesis que es un cuarentavo de 
pulgada y no menor, y con ello pretendo demostrar lo propues- 
to sin lugar a discusión. 


III 1 Hasta aquí lo que admito como hipótesis. Pero supon- 
go que también es útil que hable sobre la denominación de los 
números —entre otras cosas, para que no se pierdan los que no 
han tenido acceso al libro que dediqué a Zeuxipo por no haber- 
se dicho de antemano en este libro nada sobre esa cuestión—. 
2 Ocurre, en efecto, que los nombres de los números que nos 
han sido transmitidos llegan hasta las miríadas y por encima de 
las miríadas sabemos decir un número hasta las miríadas de 
miríadas. Llámese pues primeros a los números indicados hasta 
la miríada de miríadas. 

La miríada de miríadas de los números primeros llámese 
unidad de los números segundos, y cuéntense las unidades 
de (números) segundos y, a partir de las unidades, las dece- 
nas, centenas y millares y miríadas hasta las miríadas de mi- 
ríadas?!, 


2! En resumen, los números primeros, N,, cumplen la condición de ser tales 
que 105 > N, el; en los números segundos, N,, que 10" > N, 210°; en los nú- 
meros terceros, N,, que N, =10' y N,< 10%... hasta llegar a los números del 
ordinal correspondiente a la decena de millar de miríadas, Ni 00.000.000, N 
= 107992 y No 000.009 < 104000000, Los mencionados N,, Na, N.... N 00.000.000 
formarían el conjunto de los números del primer período, P1, y 10%0.000.00 sería 
la unidad de los números primeros del segundo período, P, (N); los números 
segundos del segundo período, P, (N,), estarían en el intervalo (10500.000,00058 a 
P, (N,) < (10%0000.000)16, E] primer número del tercer período, P,, sería 
( 1 Q800.000.000)800.000.000; de modo que el número más elevado al que Arquímedes da 
nombre «las miríadas de miríadas de los números del ordinal decena de millar 
de miríadas del período de la posición decena de millar de miríadas», P 00.000.000 
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De nuevo, a la miríada de miríadas de los números segundos ' 


llámesela unidad de los números terceros, y cuéntense las unida- 


des de los números terceros y, a partir de las unidades, las decenas, 


centenas, millares y miríadas hasta las miríadas de miríadas. 


3 Del mismo modo, llámese también unidad de los números | 
cuartos a la miríada de miríadas de los números terceros, y a las ` 


miríadas de miríadas de números cuartos llámeselas unidad de los 


números quintos, y avanzando así sucesivamente tengan los mú- |! 
meros nombres que lleguen hasta las miríadas de miríadas de los | 
números del ordinal correspondiente a la miríada de miríadas”, | 

Conocidos también hasta ese punto los números, cabe avan- | 


zar aún más: 4 llámese a los números indicados hasta ahora «del 


primer período», y llámese al último número del primer período | 


unidad de los números primeros del segundo período; y de nue- 
vo, llámese unidad de los números segundos del segundo perío- 
do ala miríada de miríadas de los números primeros del segundo 
período, De modo semejante, también al último número de éstos 
llámesele unidad de los números terceros del segundo período y 
así sucesivamente, según avanzan los números tengan los nom- 
bres del segundo período hasta las miríadas de miríadas de nú- 
meros del ordinal correspondiente a la miríada de miríadas. De 
nuevo, al último número del segundo período llámesele unidad 


(N oowoo) Sería, en expresión de T. L. Heath, «la unidad seguida de 80.000 
millones de millones de ceros». 

2 El griego emplea en este punto myriákismyriostón, adjetivo correspon- 
diente al número cardinal myrioi myriádes (decena de millar de miríadas), de- 
rivado del adverbio multiplicativo myriákis («diez mil veces») y el ordinal 
myriostós («el que ocupa la posición diez mil»); la facilidad del griego para la 
construcción de numerales ordinales a partir de los numerales cardinales con- 
trasta con la escasa flexibilidad del español a ese respecto: «A partir de “mil” 
dejan ya de formarse ordinales compuestos orgánicos, Los ordinales no exis- 
tentes se suplen con el número cardinal correspondiente solo o con las expre- 
siones “el que hace [o “está'] el número...”» (cf. en M. MOLINER, Diccionario 
de uso del españolP?, Madrid, Gredos, 1998, el vol. Il, APÉNDICE II «Desarrollos 
gramaticales», pág. 1.529). Parte de la dificultad para la traducción de este 
pasaje procede, justamente, de esta particularidad lingüística del español. 


y 
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del tercer período, y así sucesivamente avanzando hasta las mi- 
ríadas de miríadas de los números del ordinal de la miríada de 
miríadas del período de la posición de la miríada de miríadas. 

5 Una vez que éstos han recibido nombre de este modo, si 
hay números dispuestos en proporción sucesivamente a partir 
de la unidad, y el inmediato a la unidad es la decena, los ocho 
primeros de ellos junto con la unidad pertenecerán a los llama- 
dos primeros números; los otros ocho siguientes a éstos, a los 
llamados segundos, y los demás, según el mismo sistema que 
éstos, pertenecerán a los denominados con el nombre corres- 
pondiente a la distancia entre la octada de sus números y la 
primera octada de números. 

El octavo número de la primera octada de números es mil 
miríadas, y el primero de la segunda octada, puesto que es el 
décuplo del anterior, será diez mil miríadas: éste es la unidad de 
los números segundos. Y el octavo de la segunda octada es mil 
miríadas de números segundos. De nuevo, el primero de la ter- 
cera octada, puesto que es el décuplo del anterior a él, será diez 
mil miríadas de los números segundos. Y éste es la unidad de 
los números terceros. Y es evidente que las octadas de cualquier 
magnitud serán como se ha dicho. 


6 Y es útil conocer también lo siguiente: 

Si habiendo números en proporción a partir de la unidad se 
multiplican entre sí algunos de la misma serie proporcional, el 
resultado pertenecerá a la misma serie proporcional y distará 
del mayor de los factores cuanto dista de la unidad en la serie 
proporcional el menor de los factores, pero de la unidad distará 
uno menos que el número suma de los que separan a los facto- 
res de la unidad”. 


22 Nuestro equivalente, más generalizado, se expresa diciendo que la mul- 
tiplicación de potencias de la misma base tiene como resultado otra potencia de 
la misma base cuyo exponente es suma de los factores. El pasaje ha sido con- 
siderado una sorprendente anticipación por parte de Arquímedes de una de las 
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7 Sean A, B,T, A, E, Z, H, 0, I, K, A ciertos números en 
proporción a partir de la unidad y sea A la unidad y multiplíque- 
se Á por O y sea X el resultado. Tómese de la serie en propor- 
ción Á que diste de O tantos elementos cuantos dista A de la 
unidad. 

Se ha de demostrar que X es igual a A. 

Puesto que, habiendo números en proporción, A dista de A 
lo mismo que A de O, el número A guarda con A la misma ra- 
són que A con 0; por otra parte, A es el A-múltiplo de A; luego 
A es el A-múltiplo de O; de modo que A es igual aX. 

8 Está claro por tanto que el resultado pertenece a la pro- 
porción y que dista del mayor de los factores los mismos ele- 
mentos que dista el menor de la unidad. 

Y es evidente también que dista de la unidad uno menos del 
número suma de ambos (de los que distan de la unidad A y 0). 
Pues A, B, TF, A, E, Z, H, © son tantos elementos cuantos dista 
O de la unidad, mientras que I, K, A son uno menos de los que 
dista Á de la unidad. Pues junto con O son otros tantos. 


IV 1 Supuesto lo primero y demostrado lo segundo, se de- 
mostrará lo propuesto”, 

Dado que se ha supuesto que el diámetro de la semilla de 
adormidera no es menor que un cuarentavo de pulgada, está 
claro que una esfera que tenga por diámetro una pulgada no es 
mayor que como para contener sesenta y cuatro mil semillas de 
adormidera; pues es múltiplo el número (de veces) dicho de la 
esfera que tiene por diámetro un cuarentavo de pulgada —pues 
ya se ha demostrado que las esferas guardan entre sí una razón 


propiedades básicas de los logaritmos (en este caso de base 10): «el logaritmo 
de un producto de dos números es igual a la suma de sus logaritmos», lo cual 
permite reducir multiplicaciones a sumas. ` 

% Se refiere a lo que ofreció al principio del tratado, a saber, «que algunos 
de los números a los que he dado nombre... superan no sólo el número de gra- 
nos de arena igual en magnitud a la Tierra colmada... sino también el (número 
de granos de arena) de un volumen igual al mundo» (216, 17-218, 1). 
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que es la de los cubos de sus diámetros—. 2 Dado que se ha 
supuesto que el número de granos de arena que caben en el ta- 
maño de una semilla de adormidera no es superior a diez mil, 
está claro que si se llenara de granos de arena una esfera que 
tuviera una pulgada de diámetro, el número de granos de arena 
no sería mayor que diez mil por sesenta y cuatro mil. Y este 
número es 6 unidades de los números segundos y cuatro mil 
miríadas de los primeros. Por tanto es menor que 10 unidades 
de los números segundos. 


La esfera de 100 pulgadas de diámetro es múltiplo 100 mi- 
ríadas de veces de la esfera de una pulgada de diámetro —por 
guardar entre sí las esferas una razón que es el cubo de la de sus 
diámetros—. Así que, si hubiera una esfera de arena del tamaño 
de una esfera de 100 pulgadas de diámetro, está claro que el 
número de granos de arena será menor que el número resultan- 
te de multiplicar las diez unidades de números segundos por 
cien miríadas. 

3 Puesto que las diez unidades de números segundos es el 
décimo número proporcional a partir del primero en la propor- 
ción en la que cada término es el décuplo del anterior, mientras 
que las cien miríadas son el séptimo término a partir de la uni- 
dad en esa misma serie proporcional, está claro que el número 
resultante será el décimo sexto de esa serie proporcional a partir 
de la unidad —pues se ha demostrado que dista de la unidad uno 
menos que el número suma de los que distan de la unidad los 
factores. 

De estos dieciséis, los ocho primeros junto con la unidad 
pertenecen a los llamados primeros; los ocho siguientes, a los 
segundos, y el último de ellos es mil miríadas de números se- 
gundos, 

Es evidente por tanto gue la cantidad de granos de arena 
que ocupan una magnitud igual a una esfera que tenga 100 pul- 
gadas de diámetro es menor que mil miríadas de números se- 
gundos. 
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4 De nuevo, la esfera que tiene diez mil pulgadas de diáme- l 
tro es múltiplo 100 miríadas de veces de la esfera que tiene : 


100 pulgadas de diámetro, Así que, si hubiera una esfera de 
arena del tamaño de una esfera que tuviera de diámetro diez mil 


pulgadas, está claro que el número de granos de arena sería 
menor que el resultado de multiplicar las mil miríadas de núme- ; 


ros segundos por 100 miríadas. 
Y puesto que las mil miríadas de números segundos son el 


número décimo sexto a partir de la unidad en la serie proporcio- : 
nal, mientras que las 100 miríadas son el séptimo a partir de la | 


unidad en esa misma serie proporcional, está claro que el resul- 
tado será el vigésimo segundo elemento a partir de la unidad de 
los de esa misma serie proporcional. 


5 De estos veintidós, los ocho primeros junto con la unidad : 
pertenecen a los llamados primeros; los ocho que siguen a es- : 


tos, a los llamados segundos y los seis restantes a los llamados 
terceros; y el último de ellos es diez miríadas de los núme- 
TOS terceros. 

Está claro que la cantidad de granos de arena de una magni- 


tud igual a una esfera de diez mil pulgadas de diámetro es infe- ' 
rior a 10 miríadas de números terceros. Y puesto que la esfera de ; 
un estadio de diámetro es menor que la esfera de diez mil pulga- | 
das de diámetro”, también es evidente que la cantidad de granos | 
de arena que ocupa una magnitud igual a la esfera de un estadio ` 


de diámetro es inferior a 10 miríadas de números terceros. 


6 De nuevo, la esfera que tiene 100 estadios de diámetro es 
múltiplo 100 miríadas de veces de la esfera que tiene de diáme- 
tro un estadio. Si hubiera una esfera de arena del tamaño de una 
esfera de 100 estadios de diámetro, está claro que el número de 
granos de arena será inferior al número resultante de multipli- 
car las diez miríadas de números terceros por 100 miríadas. 


2 Recuérdese que el estadio equivalía, aproximadamente, a 192 m y que 
diez mil pulgadas (unos 2 cm cada una) serían unos 200 m. 


ARENARIO 147 


Y puesto que las diez miríadas de números terceros son el 
término vigésimo segundo de la serie proporcional a partir de la 
unidad, mientras que las 100 miríadas son el séptimo término a 
partir de la unidad en la misma serie proporcional, está claro 
que el resultado será el vigésimo octavo a partir de la unidad en 
la misma serie proporcional. 

7 De estos veintiocho, los ocho primeros junto con la uni- 
dad pertenecen a los llamados primeros, mientras que los otros 
ocho siguientes a éstos, a los segundos, y los ocho que siguen a 
éstos a los terceros, y los cuatro restantes a los llamados cuar- 
tos; y el último de ellos es mil unidades de números cuartos. 

Está claro por tanto que la cantidad de granos de arena que 
ocupa una magnitud igual a la esfera de 100 estadios de diáme- 
tro es inferior a mil unidades de los números cuartos. 


8 De nuevo, la esfera que tiene diez mil estadios de diáme- 
tro es múltiplo 100 miríadas de veces de la esfera que tiene 100 
estadios de diámetro. Si hubiera una esfera de arena del tamaño 
de una esfera de diez mil estadios de diámetro, está claro que la 
cantidad de granos de arena será inferior al número resultante 
de multiplicar las mil unidades de los números cuartos por 100 
miríadas. 

Como las mil unidades de números cuartos son el término 
vigésimo octavo a partir de la unidad en la serie proporcional, 
mientras que las cien miríadas son el séptimo a partir de la uni- 
dad en la misma serie proporcional, está claro que el resultado 
será el trigésimo cuarto elemento a partir de la unidad de esa 
misma serie proporcional. 

9 De estos treinta y cuatro elementos, los ocho primeros 
con la unidad pertenecen a los números primeros; los siguientes 
ocho a los segundos y los otros ocho después de éstos a los 
terceros y los ocho después de éstos a los cuartos, y los dos 
restantes pertenecerán a los llamados quintos; y el último de 
ellos es diez unidades de números quintos. 

Por tanto es evidente que la cantidad de granos de arena que 
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ocupa una magnitud igual a la de la esfera de diez mil estadios 
de diámetro será inferior a diez unidades de números quintos. 


10 De nuevo, la esfera de 100 miríadas de estadios de diá- 
metro es múltiplo 100 miríadas de veces de la esfera de diez mil 
estadios de diámetro. Si hubiera una esfera de granos de arena 
del tamaño de una esfera de 100 miríadas de estadios de diáme- 
tro, es evidente que el número de granos de arena será inferior 
al número resultante de multiplicar las diez unidades de núme- 
ros quintos por cien miríadas. 

Y puesto que las diez unidades de números quintos son el 
trigésimo cuarto elemento a partir de la unidad en esta serie 
proporcional mientras que las 100 miríadas son el séptimo ele- 
mento a partir de la unidad en la misma serie proporcional, está 
claro que el resultado será el cuadragésimo elemento a partir de 
la unidad en esta misma serie proporcional. 

11 De estos cuarenta elementos, los ocho primeros junto 
con la unidad pertenecen a los llamados números primeros; los 
otros ocho después de éstos, a los segundos y los otros ocho 
después de éstos a los terceros y los ocho de después de los 
terceros a los cuartos, y los ocho después de éstos a los llama- 
dos quintos; y el último de ellos son mil miríadas de números 
quintos. 

Es evidente por tanto que el número de granos de arena que 
ocupa una magnitud igual a la esfera de 100 decenas de miles 
de estadios de diámetro es inferior a mil miríadas de números 
quintos. 


12 Y la esfera de una miríada de miríadas de estadios de 
diámetro es múltiplo cien miríadas de veces de la esfera de 100 
miríadas de estadios de diámetro, Si hubiera una esfera de arena 
del tamaño de una esfera de una miríada de miríadas de estadios 
de diámetro, está claro que la cantidad de granos de arena será 
inferior al número resultante de multiplicar las mil miríadas de 
números quintos por cien miríadas. 
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Y puesto que las mil miríadas de números quintos es el cua- 
dragésimo elemento proporcional a partir de la unidad, mien- 
tras que las cien miríadas es el séptimo a partir de la unidad en 
esa misma serie proporcional, está claro que el resultado será el 
cuadragésimo sexto elemento a partir de la unidad. 

13 De estos cuarenta y seis, los ocho primeros junto con la 
unidad pertenecen a los llamados números primeros; los ocho 
después de éstos, a los segundos y los otros ocho después de 
éstos, a los terceros y los otros ocho después de los terceros, a 
los cuartos y los ocho después de los cuartos, a los quintos y los 
seis restantes pertenecen a los llamados sextos. Y el último de 
ellos es diez miríadas de números sextos 

Es evidente por tanto que la cantidad de granos de arena que 
ocupa una magnitud igual a la esfera de una miríada de miría- 
das de estadios de diámetro es inferior a 10 miríadas de núme- 
ros Sextos. 


14 Y la esfera de 100 miríadas de miríadas de estadios de 
diámetro es múltiplo 100 miríadas de veces de la esfera de diez 
mil miríadas de estadios de diámetro. Así que, si hubiera una 
esfera de granos de arena del tamaño de una esfera de 100 mi- 
ríadas de miríadas de estadios, está claro que la cantidad de 
granos de arena será inferior al número resultante de multipli- 
car las 10 miríadas de números sextos por 100 miríadas. 

Y puesto que las diez miríadas de números sextos son el 
cuadragésimo sexto elemento proporcional a partir de la uni- 
dad, mientras que las 100 miríadas son el séptimo elemento a 
partir de la unidad en esa misma serie proporcional, está claro 
que el resultado será el quincuagésimo segundo elemento a par- 
tir de la unidad en esa misma serie proporcional. 

15 De estos cincuenta y dos, los cuarenta y ocho junto con 
la unidad son los llamados primeros, segundos, terceros, cuartos, 
quintos y sextos, y los cuatro restantes pertenecen a los llama- 
dos séptimos, y el último de ellos son mil unidades de los nú- 
meros séptimos. 
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Está claro por tanto que la cantidad de granos de arena que ; 
ocupa una magnitud igual a la esfera de cien miríadas de miría- ' 
das de estadios de diámetro es inferior a 1.000 unidades de nú- | 


meros séptimos. ' 
16 Puesto que se ha demostrado que el diámetro del mundo 


es menor que diez mil veces 100 miríadas de estadios, está cla- | 


ro también que la cantidad de granos de arena que ocupa un 


volumen igual al mundo es inferior a 1.000 unidades de núme- . 


ros séptimos. 


Por tanto, ha quedado demostrado que la cantidad de gra- | 
nos de arena que ocupa una magnitud igual a lo que la mayor | 
parte de los astrónomos llaman mundo es inferior a 1.000 uni- | 


dades de números séptimos. 


Y se demostrará también que la cantidad de granos de arena ` 
que ocupa una magnitud igual a una esfera del tamaño de la que | 
Aristarco supone para la esfera de las estrellas fijas es inferior a 


mil miríadas de números octavos. 


17 Dado, por una parte, que supone que la Tierra guarda con ' 
lo que llamamos mundo la misma razón que la que guarda el ' 
indicado mundo con la esfera de las estrellas fijas que Aristarco | 
propone como hipótesis, y que los diámetros de las esferas guar- : 


dan entre sí la misma razón; y que, por otra parte, se ha demos- 
trado que el diámetro del mundo es menos de diez mil veces el 


diámetro de la Tierra, entonces es evidente también que el diá- ; 


metro de la esfera de las estrellas fijas es menor que el diámetro 


del mundo multiplicado por diez mil. 18 Y puesto que las esferas ` 
guardan entre sí una razón que es el cubo de la de sus diámetros, | 
está claro que la esfera de los astros fijos que Aristarco propone | 
como hipótesis es menor que una miríada de miríadas de veces ' 


el mundo multiplicado por diez mil. Y se ha demostrado que la 


cantidad de granos de arena que contiene una magnitud igual al 


mundo es inferior a 1.000 unidades de números séptimos. 


Está claro que si hubiera una esfera de granos de arena del ` 


tamaño de la que Aristarco supone para la esfera de los astros 
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fijos, el número de granos de arena será inferior al número re- 
sultante de multiplicar las mil unidades”? por la miríada de mi- 
ríadas multiplicada por diez mil, 

19 Y puesto que las 1.000 unidades de números séptimos 
son el quincuagésimo segundo elemento proporcional a partir 
de la unidad, mientras que la miríada de miríadas multiplicada 
por diez mil es el décimo tercer elemento a partir de la unidad 
en esa misma serie proporcional, está claro que el resultado será 
el sexagésimo cuarto elemento a partir de la unidad de esa mis- 
ma serie proporcional; y éste es el octavo de los números octa- 
vos, que sería mil miríadas de números octavos. 

Es evidente por tanto que la cantidad de granos de arena que 
ocupa una magnitud igual a la esfera de los astros fijos que 
Aristarco supone como hipótesis es inferior a 1.000 miríadas de 
números octavos. 


20 Y esto, rey Gelón, supongo que no le parecerá fácilmen- 
te creíble al vulgo, que no ha tenido contacto con las matemáti- 
cas, pero a quienes han participado de ellas y han reflexionado 
sobre las distancias y tamaños de la Tierra y el Sol y la Luna y el 
mundo entero les resultará creíble gracias a la demostración. 

Por eso precisamente pensé que tampoco ati dejaría de con- 
venirte conocer estos resultados. 


26 «De números séptimos», se entiende. 
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INTRODUCCIÓN 


Entre las líneas de investigación seguidas por los matemáti- 
cos griegos, una de las que más ocasiones les dio para hacer 
brillar sus talentos fue, sin duda, la relacionada con la medida 
de las superficies y volúmenes delimitados total o parcialmente 
por curvas. Esto queda puesto de relieve por hechos como la 
posición preeminente que la cuadratura del círculo ocupa entre 
los problemas clásicos de la matemática griega o a la vista de la 
temática de las obras geométricas de Arquímedes: la medida 
del círculo, la esfera y el cilindro, conoides y esferoides, la me- 
dida de la parábola, las espirales. Cuando Arquímedes, según 
los relatos de Plutarco y Cicerón’, pidió que figurara en su tum- 
ba la relación entre el cilindro y la esfera inscrita en él (uno de 
los principales resultados del tratado Sobre la esfera y el cilin- 
dro), nos da otra muestra de ello. 

Y es que todos los intentos de medir o «cuadrar» superficies 
y volúmenes delimitados por curvas anteriores a Arquímedes 
habían obtenido hasta entonces resultados insuficientes. El pro- 
pio Arquímedes nos hace, con su siempre sorprendente conci- 
sión, un resumen de esos resultados en la carta a Dosíteo que 
precede a este tratado: se había conseguido demostrar «que los 
círculos guardan entre sí una razón que es el cuadrado de la de 
sus diámetros y que las esferas guardan entre sí una razón que 


! Cf. vol. I, Introducción, págs. 14-15. 
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es el cubo de la de sus diámetros... y que todo cono es la tercera 
parte del cilindro que tiene la misma base que el cilindro e igual 


altura»”, pero se había fracasado en «demostrar que era posible . 


hallar un área rectilínea igual a un círculo dado o a un segmento 


dado de círculo»; y lo que es más: Arquímedes no tiene noticia ' 
de que «ninguno de los de antes intentara cuadrar el segmento . 


comprendido por una recta y una sección de cono rectángulo». 


Y ese descubrimiento es el que comunica en este tratado: «todo ` 
segmento comprendido por una recta y una sección de cono ; 


rectángulo es cuatro tercios del triángulo que tiene la misma 
base e igual altura que el segmento». Éste fue el primero de los 


resultados que obtuvo gracias a su afamado método mecánico y | 


Arquímedes debía de sentir un aprecio especial por él, pues lo 


hace constar dos veces en su correspondencia, una vez en esta ` 
carta a Dosíteo y otra en la carta a Eratóstenes que precede al ` 


Método, 
Esa es probablemente la razón de que Arquímedes incluya 


en esta obra tanto el procedimiento mecánico como la demos- | 


tración geométrica pertinente, y eso es lo que da un carácter 


especial a la Cuadratura de la parábola, que es, junto con el . 
Método, la obra de Arquímedes que más de cerca nos permite ` 


seguir el hilo de su pensamiento. 


El tratado se abre con la exposición de ciertas propiedades | 


de la parábola (props. 1-5), a las que sigue el tratamiento me- 


cánico de la cuestión (props. 6-17). En estas proposiciones re- ` 


curriendo a teoremas ya probados en otros estudios sobre mecá- 


nica* va estudiando el equilibrio de triángulos rectángulos, ; 
triángulos obtusángulos y trapecios con otras magnitudes dadas | 


2 Euclides recoge las demostraciones pertinentes en Elementos XII 2, XII 
18 y XII 10, respectivamente. 

3 Las que se enuncian en las proposiciones 1-3 debían de ser conocidas, 
pues Arquímedes remite a unos Elémentos de cónicas para las demostraciones 
de las mismas, 


* Bajo referencias a una obra de título Mecánica menciona teoremas con- ! 


servados en Equilibrio de las figuras planas. 
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(props. 9-13); estudia a continuación las condiciones de equili- 
brio de un triángulo rectángulo que comprende un segmento 
parabólico —el triángulo tiene la misma base que el segmento, 
la altura paralela al eje del segmento y tangente al segmento en 
uno de los extremos de su base y la hipotenusa tangente al seg- 
mento en el otro extremo de su base— con los trapecios cons- 
truidos, según ciertos requerimientos, sobre segmentos iguales 
de la base del segmento parabólico, y llega a la conclusión de 
que el triángulo rectángulo en cuestión es inferior al triple de la 
suma de los trapecios considerados (prop. 14); en la prop. 15 
hace un estudio semejante, pero con el segmento parabólico 
comprendido ahora por un triángulo obtusángulo, y llega de nue- 
vo a la conclusión de que el triángulo es inferior al triple de la 
suma de los trapecios considerados; en la prop. 16 pasa a estu- 
diar el equilibrio del segmento de parábola situado en el interior 
de un triángulo rectángulo como en la proposición 14 con un 
área igual a la tercera parte del triángulo rectángulo considera- 
do, y llega a la conclusión de que el segmento parabólico y el 
área indicada se equilibrarían. El sistema seguido por Arquíme- 
des hasta aquí parece un recurso al método de ensayo y error del 
que sólo se nos dieran a conocer los ensayos acertados. 

A continuación, tomando como base cierta los resultados 
obtenidos —a pesar de ser consciente de que son matemática- 
mente insuficientes— la proposición 17, última de la primera 
parte, discurre ya por el camino geométrico: en ella prueba, sin 
recurrir a balanzas ni equilibrios, que el triángulo construido 
como en las proposiciones 14 y 16 es el cuádruple del triángulo 
inscrito en el segmento parabólico con la misma base que el 
segmento y la misma altura. Con ello queda alcanzado el resul- 
tado de la investigación, y puede iniciar la demostración sa- 
biendo cuál es la tesis a la que se debe encaminar, tal y como él 
mismo lo cuenta en la carta que precede al Método: «Algunas 
de las cosas que primero se me mostraron por medio de la me- 
cánica luego las demostré por medio de la geometría, porque la 
teoría por este método carece de demostración; y es más fácil 
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avanzar en la demostración de los hallazgos mediante cierto 
conocimiento gracias a este método que hacer la investigación 
sin conocer nada», 

Así, al final de esta proposición aparecen las definiciones de 
los conceptos de base, altura y vértice del segmento parabólico, 
que encabezan la parte propiamente geométrica del tratado, las 
props. 18-24, 

Con la economía de medios que le caracteriza y en un cami- 
no aparentemente zigzagueante, en ellas resuelve la determina- 
ción del vértice del segmento (prop.18); demuestra que la lon- 
gitud de la recta trazada en el segmento parabólico desde el 
punto medio de la base hasta la parábola es cuatro tercios de la 
trazada desde el punto medio de la mitad (prop. 19); que el 
triángulo inserito en el segmento, con su misma base y altura, 
es mayor que la mitad del segmento (prop. 20); que el triángulo 
inscrito en el segmento del modo indicado es el óctuplo de cada 
uno de los triángulos inscritos de modo semejante en los seg- 
mentos que deja a su alrededor (prop. 21); en la prop. 22 de- 
muestra que si en el segmento parabólico se disponen áreas 
sucesivamente en la razón de cuatro a uno y la mayor de las 
áreas es igual al triángulo que tiene la misma base que el seg- 
mento y la misma altura, la suma de todas las áreas será menor 
que el segmento?; en la prop. 23 prueba que el resultado de la 
suma de una serie de elementos en la proporción de cuatro a 
uno más la tercera parte de la menor es cuatro tercios de la ma- 
yor y en la prop. 24 alcanza la demostración del resultado anti- 
cipado en la prop. 18. 

El texto conserva el dialecto dorio de Arquímedes, mas no 
sucede así con el título —Eutocio lo cita en sus Comentarios 


3 El aserto aparece en forma general en ARISTÓTELES, Física HI 206b6-10: 
«si en una magnitud finita se toma una cantidad y se sigue tomando en la mis- 
ma proporción, siempre que no se tome la misma fracción del todo, no se reco- 
rrerá hasta el final la magnitud finita». 
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llamándolo Sobre la sección del cono rectángulo*—, que debió 
de ser alterado en algún momento de la transmisión adaptándo- 
lo a la terminología acuñada por Apolonio. Para referirse a la 
parábola Arquímedes usa a lo largo de toda la obra la expresión 
orthogóníou kónou tomá («sección del cono rectángulo»), y he- 
mos optado por conservar el arcaísmo terminológico dado que 
su uso no estorba la comprensión del texto”. Para el título con- 
servamos el término empleado en griego por respeto al original 
y a la tradición de los traductores anteriores. 


* Concretamente en uno de los pasajes relativos a Cuerpos flotantes II 8, 
bajo la forma Peri tés orthogóntou kónou tomés (es decir, utilizando ya el dia- 
lecto de la koiné en lugar del dorio tás... tomás); el título que figura en los ma- 
nuscritos es Tetragónismos parabolés, 

7 Al revés de lo que sucedía en Sobre conoides y esferoides (cf. vol. 1, Intro- 
ducción, págs. 47-48). 


Arquímedes a Dosíteo, ¡salud! 

Al oír gue había muerto Conón, cuya amistad nunca me fal- 
tó, y que tú habías conocido a Conón y que estabas familiariza- 
do con la geometría, me entristecí por el difunto en su calidad 
de amigo y de hombre que ha llegado a ser admirable en mate- 
máticas, y me propuse enviarte por escrito, igual que solía es- 
cribir a Conón, teoremas matemáticos que antes no habían sido 
estudiados, pero que ahora han sido estudiados por mí, habién- 
dolos descubierto primero mediante el método mecánico y ha- 
biéndolos demostrado después por el método geométrico. 

Algunos de los que se ocuparon de la geometría en fechas 
anteriores intentaron demostrar que era posible hallar un área 
rectilínea igual a un círculo dado o a un segmento dado de círcu- 
lo, y después de eso intentaron cuadrar el área comprendida por 
una sección cónica en general! y una recta, pero aceptaron le- 


1 Aceptamos la conjetura hypó tás kathólou kónou tomás propuesta por 
CH. MUGLER, «Sur un passage d' Archiméde», Revue des Études Grecques 86 
(1973) 45-47. Los mss. ofrecen la lectura fás toú hólou kónou tomás (literal- 
mente, «la sección de un cono entero»), considerada incomprensible por todos 
los editores ya que 1) no puede referirse a una parábola, puesto que Arquíme- 
des dice que él es el primero en intentarlo; 2) ni tampoco a la sección que corta 
al cono entero —es decir, a la elipse, interpretando que la «línea recta» sería un 
eje o un diámetro—, ya que, como objeta Heiberg, la expresión fás toú oxygóniou 
kónou tomás significa siempre «la elipse entera», no uno de sus segmentos, En 


H 262 


5 


10 


15 


20 


162 AROUÍMEDES 


mas? difícilmente admisibles, por lo cual la mayoría consideró ' 


que no lo habían descubierto. 
Desde luego*, no sabemos de ninguno de los de antes que 


intentara cuadrar el segmento comprendido por una recta y una . 
sección de cono rectángulo”, que es lo que yo ahora he descu- | 
bierto. Se demuestra que todo segmento comprendido por una . 


recta y una sección de cono rectángulo es cuatro tercios del 
triángulo que tiene la misma base e igual altura que el segmen- 


to, aceptando para la demostración el siguiente lema: en las : 
superficies desiguales, es posible que el exceso en que excede | 
la mayor a la menor, si se va sumando a sí mismo, exceda a | 


cualquier área limitada propuesta. También los geómetras ante- 
riores utilizaron este lema, y demostraron que los círculos 


guardan entre sí una razón que es la de los cuadrados construi- . 


dos sobre sus diámetros y que las esferas guardan entre sí una 
razón que es la de los cubos construidos sobre sus diámetros, y 
también que toda pirámide es la tercera parte del prisma que 


tiene la misma base que la pirámide e igual altura. Y que todo ; 
cono es la tercera parte del cilindro que tiene la misma base que ; 
el cilindro e igual altura lo demostraron admitiendo un lema ` 
semejante al mencionado. Y ocurre que se da crédito a cada uno ` 
de los teoremas antedichos no menos que a los que se demues- ; 


defensa de su conjetura Mugler argumenta que, como el círculo puede sercon- ; 
siderado también una cónica —resultante de la intersección del cono por un | 
plano perpendicular al eje—, la distinción establecida por Arquímedes toma la . 


forma de una oposición entre la cuadratura de la cónica especial que es el cír- 
culo, de una parte, y la cuadratura de las secciones cónicas en general —la 
elipse, la hipérbola y la parábola-— (recuérdese que Arquímedes no puede te- 


ner en mente las curvas en el sentido de las definiciones dadas por Apolonio, ' 


posterior a él). 
1 El gr. lémma designa un teorema auxiliar al que se recurre en una demos- 
tración, 


3 Acepto la conjetura 57 propuesta por MUGLER, art. cit., en sustitución de ; 


la lectura ó£ que ofrecen los mss. 


4 Sobre el uso de «parábola» y «sección del cono rectángulo», cf la ÍNTRO- : 


DUCCIÓN a este tratado, págs. 158-159. 
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tran sin este lema. Basta, pues, con que los que publico sean 25 


llevados a un grado de credibilidad semejante. 

Tras redactar la demostración de éste, te lo envío prime- 
ro como fue resuelto mediante la mecánica, y después también 
como se demuestra mediante la geometría. Van al principio 
también algunos puntos elementales de cónicas? que son ne- 
cesarios para la demostración. 

Que sigas bien. 


PROPOSICIÓN 1 


Si hay una sección de un cono rec- 
tángulo, en la que figura ABI, y BA es B 
paralela al diámetro? o el propio diá- 
metro y la recta AF es paralela a la 
tangente en B a la sección, AÁ será 
igual a JI. Y si AA es igual a Al”, se- 
rán paralelas AI' y la tangenteenBa gy A A 
la sección [Apolonio, Cónicas 1 46]. 


bj 


PROPOSICIÓN 2 


Si ABT es una sección de cono rec- 

tángulo y la recta B4 es paralela al diá- 

metro o el propio diámetro y AAF es 
Á y 7 


* Esos «puntos elementales» (gr. stoicheia) son las tres primeras proposi- 
ciones, de las que figura sólo el enunciado. Las demostraciones de las mismas 
las conocemos en la versión de Apolonio de Perga, aunque es probable que fi- 
gurasen en otras obras «elementales» sobre cónicas que no han llegado hasta 
nosotros, como las que sabemos que escribieron Euclides y Aristeo, 

6 Se refiere al diámetro principal de la parábola, es decir, al eje; cf. vol, I, 
Introducción, págs. 47-48, y también Equilibrio de las figuras planas UY 10 
y n. 32. 
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paralela a la tangente en B a la sección cónica, y ET es tangen- 


2 te a la sección cónica en T, las rectas BA, BE serán iguales 
[Apol., Cón. I 35]. 


PROPOSICIÓN 3 


Si ABT es una sección de cono 


B rectángulo y la recta BA es parale- i 
la al diámetro o el propio diámetro . 
y se trazan unas rectas AJ, EZ pa- : 


268 E) ralelas a la tangente en Ba la sec- ` 
ción del cono, BÁ será a BZ como 
el cuadrado de AA al cuadrado de 

A A Z EZ [Apol., Cón. 120]. 


Estas cosas se demuestran en los Elementos de Cónicas. 


PROPOSICIÓN 4 


5 Sea ABT un segmento comprendido por una recta y una 
sección de cono rectángulo y desde el punto medio de AT trá- 
cese BA paralela al diámetro o sea ella misma el diámetro, y 
prolónguese la recta BT una vez trazada. 


0 
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Si se traza otra recta ZO paralela a BA que corte a la recta 
que pasa por B, T, guardará la misma razón ZO con OH que AA 
con ÀZ. 

Trácese KH paralela a AT por el punto H. Entonces BA será 
a BK en longitud como el cuadrado de AT al cuadrado de KH 
—pues esto se ha demostrado [Prop. 3]—. Por tanto, BT será a 
BI en longitud como el cuadrado de BT al cuadrado de BO 
—pues AZ, KH son iguales—. Por tanto las líneas BT, BO, BI 
están en proporción. De modo que BI guarda con BO la misma 
razón que PO con OI. Por tanto, PA es a AZ como OZ a OH. Y 
AA es igual a AT. i 

Por tanto es evidente que AA guarda con AZ la misma razón 
que ZO con OH, 


PROPOSICIÓN 5 


Sea un segmento ABT comprendido por una recta y una 
sección de cono rectángulo, y desde A trácese ZA paralela al 
diámetro y desde T trácese TZ tangente z 
a la sección cónica en el punto T. Si en 
el triángulo ZAT se trazara una recta pa- 
ralela a AZ, la recta será cortada por la 
sección del cono rectángulo en la mis- 
ma razón que AT por la recta trazada, y 
el segmento de AT que está junto a A se 
corresponderá con el segmento de la 
recta trazada que está junto a A. 

Trácese una recta AE paralela a AZ, 
y corte primero AE a AP por la mitad. 

Puesto que ABT es una sección de i 
un cono rectángulo y BA ha sido trazada AKAK r 
paralela al diámetro y dado que AA, AF son iguales, la tangente 
en B a la sección del cono rectángulo será paralela a AT. A la 
vez, puesto que AE es paralela al diámetro y dado que desde I 
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se ha trazado TE tangente a la sección del cono rectángulo en el 


punto T, mientras que AT es paralela a la tangente en B, la recta 
EB será igual a BA. De modo que AA guarda con AT la misma 
razón que AB con BE. 


Ha quedado demostrado el caso de que la recta trazada cor- | 


te por la mitad a AT. 
Y si no es así, trácese otra recta KA paralela a AZ. 


Se ha de demostrar que AK guarda la misma razón con KT 


que KO con OA. 


Puesto que BE es igual a BA, también ÍA es igual a KI, pues i 
AK guarda con KI la misma razón que AT con AA, Y también KI 
guarda con KO la misma razón que AA con AK —pues se ha ; 


demostrado en la proposición anterior—. De modo que KO 
guarda con OA la misma razón que AK con KT. 
Por tanto, ha quedado demostrado lo propuesto. 


PROPOSICIÓN 6 


Considérese el plano” propuesto? perpendicular al horizon- i 
te’, y'? de la línea AB considérese hacia abajo la parte que está ` 
hacia el lado de A, y la del otro lado, hacia arriba, y sea un trián- : 


gulo rectángulo BAT con el ángulo recto con vértice en B y el 


lado BT igual a la mitad de la balanza!!, y suspéndase el trián- ' 
gulo de los puntos B, T y suspéndase otra área Z de la otra parte : 


de la balanza, del punto A, y quede en equilibrio el área Z col- 


gada del punto A con el triángulo BAT en la posición en que | 


está ahora. 


7 [El que está en la parte teórica). 

$ [Visto]. 

° Recuérdese que Arquímedes es consciente de que la posición del cuerpo 
que pende de uno de los brazos de la balanza es significativa al efecto de obte- 
ner o conservar el equilibrio de la misma. 

© [Luego]. 

ll [Evidentemente, siendo igual AB a BT]. 
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Afirmo que el área Z es la tercera parte del triángulo BAT. 

Dado que se ha supuesto que la balanza está en equilibrio, la 
línea AT sería paralela al 
horizonte y las rectas tra- A BE r 
zadas perpendiculares a 
AT en el plano perpendi- 
cular al horizonte serán 
perpendiculares al hori- 
zonte. Córtese la línea BI 
por el punto E de modo 
que TE sea el doble de EB 
y trácese la recta KE paralela a AB y córtesela por la mitad por 
el punto O. Entonces el punto O es el centro de gravedad del 
triángulo BAT —eso se ha demostrado en la Mecánica!*—. Por 
tanto, si se soltara la sujeción del triángulo BAT en los puntos 
B, T y se colgara del punto E, el triángulo permanecerá como 
está. Pues todo objeto colgado permanece en el punto en que 
está colgado de modo que el punto de suspensión y el centro de 
gravedad del objeto colgado estén en perpendicular —pues esto 
también se ha demostrado'*—. Así pues, dado que el triángulo 
BAT tendrá la misma posición en la balanza, el área Z estará 
igualmente en equilibrio. Puesto que el área Z colgada del pun- 
to A y el triángulo BAT colgado de E están en equilibrio, es 
evidente que las longitudes“ estarán en proporción inversa y que 
AB es a BE como el triángulo BAT al área Z. Y AB es el triple 
de BE; luego también el triángulo BAT es el triple del área Z. 

Y es evidente también que guardarán el equilibrio si el trián- 
gulo BAT fuera el triple del área Z. 


12 La demostración figura en Equilibrio de las figuras planas 114. 

'3 Esa demostración no ha llegado hasta nosotros; Heiberg supone que Ar- 
químedes se refiere a una obra anterior sobre los centros de gravedad. 

14 «De los brazos de la balanza», se entiende. 
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PROPOSICIÓN 7 


Sea de nuevo la línea AT una balanza y sea B su punto me- 
dio, y esté suspendida del punto B', y sea TAH un triángulo 
obtusángulo que tenga por base AH y por altura una recta igual 
a la mitad de la balanza, y cuélguese el triángulo ATH de los 
puntos BT, y esté en equilibrio el área Z colgada del punto A 
con el triángulo TAH en la posición que ocupa ahora, 

De la misma manera se de- 

T mostrará que el área Z es la ter- 

cera parte del triángulo TAH. 

Cuélguese también del pun- 

to A otra área que sea la terce- 

ra parte del triángulo BTH y el 

triángulo BAT estará en equi- 

librio con ZA. Puesto que el triángulo BTH se equilibra con A, 

mientras que el BTA se equilibra con ZA, y ZA es la tercera 

parte del triángulo BTA, está claro también que el triángulo 
TAR es el triple de Z. 


PROPOSICIÓN 8 


Sea ABT una balanza y B su punto medio, y esté suspendida 
del punto B, y sea TAE un triángulo rectángulo que tenga recto 
el ángulo de vértice en E, y cuélguese en la balanza de los pun- 
tos T, E, y el área Z cuélguese del punto A y esté en equilibrio 
con PAE en la posición que ocupa ahora, y guarde el triángulo 
TAE con el área K la razón que guarda AB con BE. 

Digo que el área Z es menor que el triángulo PAE pero ma- 
yor que K. 

Tómese el centro de gravedad del triángulo AET y sea O, y 
trácese OH paralela a AE. 


15 [El triángulo FAH). 
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Puesto que el triángulo TAE está en equilibrio con el área Z, 


guarde el área TAE con el área Z la misma razón que AB con BH. 278 


De manera que Z es menor que 
TAE. Y puesto que el triángulo 
TAE guarda con Z la misma ra- 
zón que BA con BH y con K la 
misma que BA con BE, está 
claro queel triángulo TAE guar- 
da con K una razón mayor que 
con Z. De modo que Z es ma- 
yorque K. 


PROPOSICIÓN 9 


Sea de nuevo AT una balanza y B su punto medio, y TAK 
un triángulo obtusángulo que tenga por base AK y por altura 
ET, y cuélguese de la balanza A B E r 
por los puntos T, E y cuélguese 
el área Z del punto A y esté en 
equilibrio con el triángulo APK 
en la posición en que está aho- 
ra, y guarde el triángulo PAK 
con A la razón que guarda AB 
con BE. 

Digo que Z es mayor que ^ pero menor que ATK. 

Se demostrará de manera semejante a la proposición an- 
terior. 


PROPOSICIÓN 10 


Sea de nuevo ABT una balanza y B su punto medio, y BAHK 25 


un trapecio que tenga rectos los ángulos con vértices en los 
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28 


-& 


puntos B, H y el lado KA inclinado'S hacia I, y guarde el trape- 
cio BAKH con A la razón que guarda AB con BH, y cuélguese 
de la balanza el trapecio BAHK por los puntos B, H, y cuélgue- 
se también el área Z por el punto A y quede en equilibrio con el 
trapecio BAKH en la posición que se ha supuesto ahora. 

Digo que el área Z es menor que el área A. 

Córtese AT por el punto E de manera que EH guarde con BE 
la razón que guarda la suma del doble de AB más KH con la 
io suma del doble de KH más BA, y córtese en dos partes iguales 
por el punto O la recta EN, tra- 
zada paralela a BA por el punto 
E; y O es el centro de gravedad 
del trapecio BAHK —pues esto 
se ha demostrado en la Mecá- 
nica [Equil. plan. 1 15]—. En- 
tonces, si se cuelga del punto E 
el trapecio BAHK y se suelta 
de los puntos B, H sigue te- 
niendo la misma posición por la misma razón que en lo ante- 
rior!” y está en equilibrio con el área Z. Puesto que el trapecio 
BAHK colgado de E está en equilibrio con el área Z colgada de 
A, la recta AB será a BE como el trapecio BAHK al área 7. 

Luego el trapecio BAHK guarda con el área Z una razón 
mayor que con A, puesto que también AB guarda con BE una 
razón mayor que con BH. De modo que Z será menor que A. 


uu 
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PROPOSICIÓN 11 


Sea de nuevo AT una balanza y B su punto medio, y sea 
282 KATP un trapecio con los lados KA, TP inclinados hacia T, y 
los lados AP, KT perpendiculares a BT, e incida AP en el punto 


16 Gr, neúousan, aquí con su significado literal. 
1? Cf. Prop. 7 (274, 12 y ss.). 
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B y guarde el trapecio AKTP con el área A la misma razón que 


guarda AB con BH, y cuélguese el trapecio AKTP de la balanza : 


por los puntos B, H y el área 
Z por el punto A y quede en 
equilibrio el área Z con el tra- 
pecio AKPT en la posición en 
que está ahora. 

De modo semejante a las 
proposiciones anteriores se 
demostrará que el área Z es 
menor que A. 


A Bain 


PROPOSICIÓN 12 


Sea de nuevo AT una balanza y B su punto medio, y sea 
AEKH un trapecio que tenga rectos los ángulos de vértice en E, 
H y las líneas KA, EH inclinadas hacia T, y guarde el trapecio 
AKEH con el área M la 
misma razón que guar- <4 BELET 
da AB con BH, y guarde 
el trapecio AKEH con 
el área A la misma ra- 
zón que guarda AB con 
BE, y cuélguese de la ba- 
lanza el trapecio AKEH M 
por los puntos E, H y el 
área Z cuélguese del pun- 
to A y esté en equilibrio con el trapecio en la posición que aho- 
ra se supone. 

Digo que Z es mayor que A^, pero menor que M. 

Pues tomé el centro de gravedad del trapecio AKEH, sea el 
punto O —se tomará de la misma manera que en la proposición 
anterior [Equil. plan. 1 15]— y trazo la recta OI paralela a AE. 
Si el trapecio se colgara de la balanza por el punto I y se soltara 
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de E, H, permanecerá en la misma posición y estará en equili- 
brio con Z por las mismas razones que en lo anterior. Y puesto 
que el trapecio colgado por el punto I está en equilibrio con Z 
colgado por el punto A, el trapecio guardará con Z la misma 
razón que AB con BL. 


Está claro por tanto que el trapecio AKEH guarda con A una | 


razón mayor que con Z, pero con M una menor que con Z. De 
modo que Z es mayor que Á, pero menor que M. 
PROPOSICIÓN 13 


Sea de nuevo AT una balanza y esté B en su punto medio, 
y sea KATP un trapecio de modo que sus lados KA, TP estén 


inclinados hacia F, mientras que los lados AT, KP son perpen- - 


diculares a BT, y cuélguese de la balanza por los puntos E, H, 
y el área Z cuélguese por el punto A y esté en equilibrio con 
el trapecio AK TP en la posición en que está ahora, y guarde el 
trapecio AKTP con el área A la razón que guarda AB con BE, 
y guarde ese mismo trapecio con M la razón que guarda AB 
con BH. 


De manera semejante a la proposición anterior se demostra- 
rá que Z es mayor que Á pero menor que M. 
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PROPOSICIÓN 14 


Sea BOT un segmento comprendido por una recta y una 25 


sección de cono rectángulo, Sea primero BI perpendicular al 
diámetro y desde el punto B trácese BA paralela al diámetro, y 


desde el punto I trácese TA tangente a la sección del cono en el 280 


punto T. Entonces BTA será un triángulo rectángulo. Divídase 
BT en un número cualquiera de segmentos iguales BE, EZ, ZH, 
HI, IT y desde los puntos de corte trácense paralelas al diámetro s 
EX, ZT, HY, IZ y desde los puntos en que éstas cortan a la sec- 
ción del cono trácense líneas que se unan con I y prolónguense. 

Digo que el triángulo BAT es menor que el triple de (la suma 


de) los trapecios KE, AZ, MH, NI más el triángulo ZIT, pero io 


mayor que el triple (de la suma) de los trapecios ZO, HO, IM 
más el triángulo IOT. 


á BEZA 


B2 


Trácese la recta ABT y tómese AB igual a BI, y considére- 
se AT una balanza. Su punto medio será B; y cuélguese'* del 


punto B, y cuélguese de la balanza también el triángulo BAT is 


8 «La balanza», se entiende. 
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por los puntos B, T, y del otro lado de la balanza cuélguense por 


el punto A las áreas P, X, Y, Q, f, y esté en equilibrio el área P . 


con el trapecio AE en esa posición, el área X con el trapecio ZX, 
el área Y con el TH, el área Q con el YI, el área f con el trián- 
gulo ZIP. 

Entonces también estará en equilibrio el todo con el todo. 


De manera que el triángulo BAT sería el triple del área (suma 


de) PXPQÉ. Y puesto que BTO es un segmento comprendido 
por una recta y una sección de cono rectángulo y desde el punto 
B ha sido trazada BA paralela al diámetro y desde el punto T ha 
sido trazada PA tangente a la sección del cono en el punto F y 
se ha trazado también otra recta EE paralela al diámetro, BT 
guarda con BE la misma razón que EE con EO. De modo que 
también BA guarda con BE la misma razón que el trapecio AE 
con el KE, 

Del mismo modo se demostrará que la recta AB guarda con 
BZ la misma razón que el trapecio EZ con el AZ; con la recta 
BH, la (misma) que el trapecio TH con el MH; con la recta BI, 
la (misma) que el trapecio YI con el NI. Por tanto, puesto que AE 
es un trapecio que tiene rectos los ángulos de vértice en B, E y 
los lados inclinados hacia I, y un área P colgada de la balanza 
por el punto A está en equilibrio con él estando el trapecio en la 
posición en que está ahora, y puesto que la recta BA es a la recta 
BE como el trapecio AE es al KE, entonces el área KE es mayor 
que el área P —pues eso también se ha demostrado [Prop. 10]. 

De nuevo, también el trapecio ZE, que tiene rectos los ángu- 
los de vértice en Z, E y el lado ET inclinado hacia T, está en 
equilibrio con el área X colgada de la balanza por el punto A, 
estando el trapecio en la posición en que está ahora, y ABes a 
BE como el trapecio ZE es al ZO, mientras que AB es a BZ 
como el trapecio ZE es al AZ. Entonces el área X sería menor 
que el trapecio AZ, pero mayor que el Z® —pues eso también 
se ha demostrado [Prop. 12]. 

Por la misma razón, también el área Y será menor que el 
trapecio MH, pero mayor que el OH; y el área Q será menor que 
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el trapecio NOIH, pero mayor que el II; y de la misma manera 
también el área ff será menor que el triángulo EII, pero mayor 
que el TIO. 

Por tanto, puesto que el trapecio KE es mayor que el área P 
y el trapecio AZ es mayor que X y el MH es mayor que Y y el 
NI es mayor que Q y el triángulo ZIT es mayor que f, es evi- 
dente que la suma de todas las áreas indicadas es mayor que el 
área (suma de) PXYQ PY el área PXYOf es la tercera parte del 
triángulo BTA. Luego está claro que el triángulo BTA es menor 
que el triple de (la suma de) los trapecios KE, AZ, MH, NI más 
el triángulo ZIT. A la vez, puesto que el trapecio Z® es menor 
que el área X y el OH menor que el área Y y el II menor que el 
área Q, y el triángulo IOT menor que el área ff, es evidente que 
(la suma de) todas las figuras indicadas es menor que el área 
POPX. 

Así pues, es evidente también que el triángulo BAT es ma- 
yor que el triple de (la suma de) los trapecios b7, OH, III más 
el triángulo IPO, pero menor que el triple de los antes mencio- 
nados. 


PROPOSICIÓN 15 


Sea de nuevo BTO un segmento comprendido por una recta 
y una sección de cono rectángulo y no sea la recta BT perpendi- 
cular al diámetro. Es de necesidad entonces que la recta trazada 
desde el punto B paralela al diámetro por el mismo lado en que 
está el segmento o la trazada desde T formen con la recta BF un 
ángulo obtuso. Sea la que está en B la que forme el ángulo ob- 
tuso y desde B trácese BA paralela al diámetro y desde I tráce- 
se FA tangente en el punto T a la sección del cono y divídase BP 
en un número cualquiera de segmentos iguales BE, EZ, ZH, HI, 
H, y por los puntos E, 7, H, I trácense paralelas al diámetro las 
rectas Ex, ZT, HY, IZ, y desde los puntos en que éstas cortan a 
la sección del cono trácense rectas hasta I y prolónguense. 


ta 
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Afirmo también ahora que el triángulo BAT es menor que 
5 el triple de (la suma de) los trapecios BO, AZ, MH, NI más el 
triángulo PIZ, pero mayor que el triple de (la suma de) los tra- 
pecios Z®, HO, HT más el triángulo TOIL. 
Prolónguese en ambos sentidos AB. Tras haber trazado la 
10 perpendicular PK he tomado AK igual a TK. Considérese de 
nuevo AP una balanza y K su punto medio y cuélguese'” del 
punto K y cuélguese 
4 K T también el triángulo 
/ TKA de la mitad de la 
balanza por los pun- 
tos T, K, estando 
como está ahora, y de 
la otra parte de la ba- 
lanza cuélguense del 
punto A las áreas P, 
X, Y, Q, ff y esté en 
equilibrio el área P 
con el trapecio AE en 
la posición en que está 
ahora, el área X con el 
trapecio ZX, el área Y 
con el TH, el área Q con el YI y el área Y con el triángulo TIE. 
También estará en equilibrio el total con el total. De modo que 
también el triángulo ABT será el triple del área (suma de) 
2 PXYQf [Prop. 7]. De manera semejante a la proposición ante- 
rior se demostrará que el trapecio BO es mayor que el área P, y 
que el trapecio OE es mayor que el área X, pero el área ZO es 
menor”; y que el trapecio MH es mayor que el área Y, pero el 
294 trapecio HO menor”; y además, que el trapecio NI es mayor 
que el área Q, pero el TI, menor (que ella); y que el triángulo 


19 «La balanza», se entiende, 
2 «Menor que X», se entiende. 
21 Entiéndase «menor que el área Y». 
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ZII es mayor que el área f, pero el triángulo TIO, menor (que 
ella). 
Por tanto, está claro. 


PROPOSICIÓN 16 


Sea de nuevo BOT un segmento comprendido por una recta 5 
y una sección de cono rectángulo, y trácese por el punto B la 
recta BA paralela al diámetro i 
y desde el punto Pla recta TA 
tangente a la sección del cono 
en el punto T, y sea el área Z 
la tercera parte del triángulo 
BAT. 

Digo que el segmento 
BOT es igual al área Z. 

Pues si no es igual, cierta- 
mente es mayor o menor, 

Sea primero, si es posi- 
ble, mayor. 

El exceso en que excede 
el segmento BOT al área Z 
sumado a sí mismo llegará a 
ser mayor que el triángulo 
BTA. Y es posible tomar un 
área menor que el exceso que 
sea parte”? del triángulo BAT. 


2 El término empleado aquí por Arquímedes es méros, su equivalente más 
próximo en terminología moderna sería «submúltiplo», con la particularidad 
de que el término «submúltiplo» se emplea de modo casi exclusivo para núme- 
ros, no para magnitudes geométricas. Del uso del término méros en la matemá- 
tica antigua pueden verse ejemplos en EUCLIDES, Elementos I def. 17, post. 5, 
props. 7, 36; VII defs. 3 y 4 y props. 4, 5, 7, etc. Cf. en esta misma colección 
(BCG 191) la traducción de M. L. PUERTAS CASTAÑOS, Madrid, 1994, 
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Sea el triángulo BFE menor que el exceso indicado y parte del 
triángulo BFA. Entonces, la recta BE será la misma parte de la 
recta BA. Divídase BA en las partes (correspondientes) y sean 
H, I, K los puntos de las divisiones, y desde los puntos H, I, K 
trácense rectas que los unan con T. Éstas cortan a la sección del 
cono, puesto que la recta TA es tangente a ella en el punto T. Y 
por los puntos en que las rectas cortan a la sección trácense 
paralelas al diámetro las rectas MO, NP, £0, HO. Éstas serán 
también paralelas a BA. 

Puesto que el triángulo BTE es menor que el exceso en que 
el segmento BOT excede al área Z, está claro que la suma del 
área Z más el triángulo BTE es menor que el segmento. E igual 
al triángulo BTE es (la suma de) los trapecios por los que pasa 
la sección del cono —ME, DA, OP, GO— más el triángulo 
TOZ, pues el trapecio ME es común, el MA es igual al DA y el 
AZ es igual al OP y el XE es igual al OO y el triángulo FXII 
(igual) al triángulo TOZ. Y el área Z es menor que (la suma de) 
los trapecios MA, ZP, ITO más el triángulo ITOT. Y el triángu- 
lo BAT es el triple del área Z. Así que el triángulo BAF es me- 
nor que el triple de los trapecios MA, PE, OIT más el triángulo 
HOT. Lo cual es imposible, pues se había demostrado que era 
mayor que el triple. 

Por tanto el segmento BOT no es mayor que el área Z. 

Afirmo que tampoco es menor. 

Pues sea, si es posible, menor. 

De nuevo, sumado a sí mismo el exceso en que excede el 
área Z al segmento BOP, excede también al triángulo BAP. 
Y es posible tomar un área menor que el exceso que sea parte 
del triángulo BAT. Sea el triángulo BTE menor que el exceso y 
parte del triángulo BAT y constrúyase igual lo demás. 

Puesto que el triángulo BTE es menor que el exceso en que 
excede el área Z al segmento BOT, (la suma del) triángulo BET 
y el segmento BOT son menores que el área Z. Y el área Z tam- 
bién es menor que (la suma de) los cuadriláteros EM, DN, YE, 
TIT más el triángulo PTIZ. Pues el triángulo BAT es el triple del 
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área Z, pero menor que el triple de las áreas indicadas, como se 
demostró en la proposición anterior a ésta”. 

Por tanto, (la suma) del triángulo BTE más el segmento 
BOT es menor que (la suma de) los cuadriláteros EM, ON, 2Y, 
TIT más el triángulo TTIZ. Por tanto, restando en común” el 
segmento, el triángulo TBE sería menor que las áreas que que- 
dan en torno. Lo cual es imposible, pues se había demostrado 
que el triángulo BET era igual a (la suma de) los trapecios EM, 
DA, OP, GO más el triángulo FOX, que son mayores que las 
áreas que quedan en torno. i 

Por tanto, el segmento BOT no es menor que el área Z. Y se 
había demostrado que tampoco era mayor. Luego el segmento 
es igual al área Z. 


PROPOSICIÓN 17 


Demostrado esto, está claro que todo segmento comprendi- 
do por una recta y una sección de cono rectángulo es cuatro 
tercios del triángulo que tiene la misma base e igual altura que 
el segmento. 


Sea un segmento comprendido por una recta y una sección 
de un cono rectángulo, y sea su vértice el punto @, e inscríbase 
en él el triángulo BOT que tenga la misma base e igual altura 
que el segmento. Puesto que el punto O es el vértice del seg- 
mento, la recta trazada desde O paralela al diámetro corta por la 
mitad a BT, y la recta BF es paralela a la tangente a la sección 
en el punto 0. Trácese EO paralela al diámetro y desde B tráce- 
se también BA paralela al diámetro y, desde P, FA tangente ala 
sección del cono en el punto F. 

Puesto que KO es paralela al diámetro y PA tangente a la 


2 En las props. 14 y 15. 
2 Es decir, «restando en ambos miembros de la desigualdad». 
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sección en el punto T, y ET es paralela a la tangente a la sección 
en el punto O, el triángulo BAT es el 
cuádruple del triángulo BOT. Y puesto 
que el triángulo BAT es el triple del 
segmento BOT y el cuádruple del trián- 
gulo BOT, es evidente que el segmen- 
to BOT es cuatro tercios del triángulo 
BOT. 


B FA 7 


De los segmentos comprendidos 
por una recta y una línea curva, llamo 
base a la recta; altura, a la perpendicu- 
lar mayor trazada desde la curva hasta 
la base del segmento; vértice, al punto 
desde el cual se traza la perpendicular 
mayor. 


PROPOSICIÓN 18 


Si en un segmento que está comprendido por una recta y 
una sección de un cono rectángulo se traza una recta paralela 
al diámetro desde la mitad de la base, el vértice del segmento 
será el punto en el que la recta trazada paralela al diámetro 
corta a la sección del cono. 


Sea ABT un segmento comprendido por una recta y una 
B sección de cono rectángulo, y desde 
el centro de AT trácese AB paralela 
al diámetro. 
Puesto que en una sección de 
cono rectángulo ha sido trazada BA 
i paralela al diámetro y las rectas AA, 
AT son iguales, es evidente que AT y la tangente a la sección 
del cono en el punto B son paralelas. 


A á 
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Está claro por tanto que de las perpendiculares trazadas desde 
la sección del cono hasta AT la mayor será la trazada desde B. 
Por tanto B es el vértice del segmento. 


PROPOSICIÓN 19 


En un segmento comprendido por una recta y una sección 
de un cono rectángulo la recta trazada desde el punto medio de 
la base” será en longitud cuatro tercios de la trazada desde el 
punto medio de la mitad”, 


Sea ABT un segmento comprendido por una recta y una 
sección de cono rectángulo, y trácese la recta BA paralela al 
diámetro desde el punto medio de AT, la recta EZ desde el pun- 
to medio de AA y trácese también 


ZO paralela a AT. B 
Puesto que en una sección de e 

cono rectángulo ha sido trazada BA 

paralela al diámetro y las rectas AA, / 


ZO son paralelas a la tangente en el 4 B 7 
punto B, es evidente gue BA guarda 
con BO en longitud la misma razón que AA con ZO en cuadra- 
do. Por tanto, BA es el cuádruple de BO en longitud. 

Está claro por tanto que BA es en longitud cuatro tercios 


de EZ. 


PROPOSICIÓN 20 


Si en un segmento comprendido por una recta y una sección 
de cono rectángulo se inscribe un triángulo que tenga la misma 


25 «Paralela al diámetro», se entiende. 
2 «Desde el centro de la mitad de la base», se entiende. 
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base gue el segmento y la misma altura, el triángulo inscrito 
será mayor que la mitad del segmento, 


Sea ABT un segmento como se ha dicho e inscríbase en él 
s el triángulo ABT que tenga la misma base que el segmento en- 
tero e igual altura. 

a a Æ lamisma base y la misma altura 
que el segmento, por fuerza el 
punto B será el vértice del seg- 
mento. Por tanto, la recta AT es 
paralela a la tangente a la sec- 
ción en el punto B. Por el punto 

B trácese AE paralela a AT, y desde los puntos A, T trácense 

AA, TE paralelas al diámetro. Éstas caerán fuera del segmento. 
15 Puesto que el triángulo ABT es la mitad del paralelogramo 

AAET, está claro que es mayor que la mitad del segmento. 


COROLARIO 


20 Demostrado esto, es evidente que es posible inscribir en 
este segmento un polígono de tal manera que los segmentos que 
quedan en torno sean menores que cualquier área propuesta. 
Por ello está claro que, restada continuamente un área que sea 
mayor que la mitad, al disminuir continuamente los segmentos 

25 restantes, llegaremos a hacerlos menores que cualquier área 
propuesta. 


306 PROPOSICIÓN 21 
Sien un segmento comprendido por una recta y una sección 


de cono rectángulo se inscribe un triángulo que tenga la misma 
base que el segmento y la misma altura, y en los segmentos 


Puesto que el triángulo tiene 1 
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restantes se inscriben otros triángulos que tengan la misma 
base que los segmentos y la misma altura, el triángulo inscrito 
en el segmento entero será el óctuplo de cada uno de los trián- 
gulos inscritos en los segmentos que quedan en torno. 


Sea ABT un segmento como se ha dicho y córtese AT por la 
mitad por el punto A, y trácese BA paralela al diámetro; entonces 
el punto B es el vértice del segmento [Prop. 18]. Luego el trián- 
gulo ABT tiene la misma base que el segmento y la misma altu- 
ra. Córtese de nuevo AA por la mitad por el punto E y trácese EZ 
paralela al diámetro, y córtese AB por el punto ©. Entonces el 
punto Z es el vértice del segmento AZB. Y el triángulo AZB 
tiene la misma base 

27 Fá 
que el segmento” y 
la misma altura. Z 

Se ha de demos- 
trar que el triángulo 
ABT es el óctuplo 
del triángulo AZB. 

Así, BA es cua- 4 E j K Fá 
tro tercios de EZ 
[Prop. 19] y el doble de EO. Luego EO es el doble de OZ. De 
manera que también el triángulo AEB es el doble del ZBA, pues 


el triángulo AEO es el doble del AOZ, y el OBE el doble del 2 


ZOB. De modo que el triángulo ABT es el óctuplo de AZB. 
De manera semejante se demostrará que también es (el óc- 
tuplo) del (triángulo) inscrito en el segmento BHT. 


PROPOSICIÓN 22 


Si hubiera un segmento comprendido por una recta y una 
sección de cono rectángulo y se dispone un número cualquiera 


2 [AZB]. 
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de áreas sucesivamente en la razón de cuatro a uno y la mayorde | 
las áreas fuera igual al triángulo que tiene la misma base que ' 
el segmento y la misma altura, la suma de todas las áreas será . 


menor que el segmento. 


Sea AABET un segmento comprendido por una recta y una i 


sección de un cono rectángulo, y sean 7, H, 0, 1 un número 


cualguiera de áreas dispuestas sucesivamente y sea el cuádru- i 
ple el antecedente del consecuente, y sea Z la mayor, y sea 7, 1 
igual al triángulo que tiene la misma base que el segmento e ] 


igual altura. 

Digo que el segmen- 
to es mayor que (la 
suma de) las áreas Z, H, 
O, L 

Sea el punto B el 
4 vértice del segmento 

entero y los puntos A, E 
los de los segmentos que quedan en torno. Puesto que el trián- 
gulo ABT es el óctuplo de cada uno de los triángulos AAB, 


ais 


BET, está claro que es el cuádruple de la suma de ambos. Y pues- 
to que el triángulo ABT es igual al área Z, según eso también (la 
suma de) los triángulos AAB, BEF son iguales al área H. Del 
mismo modo se demostrará también que (la suma de) los trián- 
gulos inscritos en los segmentos que quedan en torno con la 
misma base que los segmentos y la misma altura son iguales al 
área O, y que (la suma de) los triángulos inscritos en los seg- 
mentos resultantes posteriormente son iguales al área I. 


A, E 
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Luego la suma de todas las áreas propuestas anteriormente 
será igual a un polígono inscrito en el segmento, 
Luego está claro que es menor que el segmento. 


PROPOSICIÓN 23 


Si se disponen sucesivamente magnitudes en la razón de 
cuatro a uno, todas las magnitudes más la tercera parte de la 
menor sumadas en una sola serán cuatro tercios de la mayor. 


Sean pues A, B, T, A, E un número cualquiera de magnitu- 
des dispuestas sucesivamente, cada una el cuádruple de la si- 
guiente, y sea A la mayor, y sea Z la tercera parte de B; H la ter- 
cera parte de T; O la tercera parte de A; I la tercera parte de E. 


4 BT s E Z 


| 


pr 


Puesto que Z es la tercera parte de B y B la cuarta parte de 
A, la suma de B, Z es la tercera parte de A. Por la misma razón, 
(la suma de) H, T es la (tercera parte) de B y (la suma de) O, A 
(la tercera parte) de T y (la suma de) I, E la (tercera parte) de A. 
Y la suma de todas las magnitudes B, I, A, E, Z, H, O, I es la 
tercera parte de la suma de A, B, T, A. Y (la suma de) las propias 
magnitudes Z, H, O es la tercera parte de las propias B, TP, A. 
Luego también las restantes B, I, A, E, I son la tercera parte de 
la magnitud restante A. 


se. 
feni 
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Es evidente, por tanto, que la suma de todas las magnitudes 
A, B, T, A, E más 1-—es decir, la tercera parte de E— es cuatro 
tercios de A”, 


PROPOSICIÓN 24 


Todo segmento comprendido por una recta y una sección de 
cono rectángulo es cuatro tercios del triángulo que tiene la 
misma base que él e igual altura. 


Sea AABET un segmento comprendido por una recta y una 
sección de cono rectángulo, y sea ABT un triángulo que tiene la 
misma base que el segmento e igual altura, y sea el área K cua- 
tro tercios del triángulo ABT. 

Se ha de demostrar que es igual al segmento AABET. 

Pues si no es igual, es mayor o menor. 


Sea primero mayor, si es posible, el segmento AABET que 
el área K. 


A r 


2% Una demostración más general en EUCLIDES IX 35: «Si tantos números 
como se quiera están en proporción continua, y del segundo y del último se 
quitan números iguales al primero, el exceso del segundo al primero será como 
el exceso del último a (la suma de) todos los anteriores a él». Para la generali- 
zación de esta proposición puede verse STAMATIS, Pevíkevor Evo Demphuoaros 
700 'ApyuñSove, ITiárow 15 (1963), fasc. 29-30, 165-168, y DUKSTERHUIS, 
op. cit., págs. 129-130. 
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He inscrito los triángulos AAB, BET, como se ha dicho, y 
he inscrito también en los segmentos que quedan en torno otros 
triángulos que tienen la misma base que los segmentos y la mis- 
ma altura, y en los segmentos que van resultando sigo inscri- 
biendo constantemente dos triángulos que tienen la misma base 
que los segmentos y la misma altura. 

Los segmentos que van quedando serán menores que el ex- 
ceso en que excede el segmento AABET al área K. De manera 
que el polígono inscrito será mayor que K. Lo cual es imposi- 
ble. Dado que hay unas áreas dispuestas sucesivamente en la 
razón de cuatro a uno —en primer lugar, el triángulo ABT, cuá- 
druple de los triángulos AAB, BET [Prop. 21]; después, éstos 
mismos son el cuádruple de los triángulos inscritos en los seg- 
mentos siguientes y así sucesivamente—, está claro que la suma 
de todas las áreas es menor que cuatro tercios de la mayor; y el 
área K es cuatro tercios del área mayor; por tanto el segmento 
AABET no es mayor que el área K. 


[=] 
[r] 
Sea, si es posible, menor. 


Póngase el triángulo ABT igual al área Z; el área H, la cuarta 
parte de Z y, de manera semejante, el área O (la cuarta parte) de 
H y pónganse constantemente de modo sucesivo hasta que la 
última resulte menor que el exceso en que el área K excede al 
segmento, y sea I menor”, Así, (la suma de) las áreas Z, H, O, I 


2 Entiéndase: «menor que el exceso». 
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más la tercera parte de I es cuatro tercios de Z. Y el área K tam- i 
bién es cuatro tercios de 7. Por tanto, el área K es igual a (la | 


suma de) las áreas Z, H, O, I más la tercera parte de I. Puesto que 


el área K excede a la suma de las áreas Z, H, O, I en una magni- | 
tud menor que I y al segmento en una magnitud mayor que I, 4 
está claro que (la suma de) las áreas Z, H, O, I es mayor que el ; 
segmento. Lo cual es imposible, pues se había demostrado que i 
si había un número cualquiera de áreas dispuestas en la razón de | 
cuatro a uno y la mayor era igual al triángulo inscrito en el seg- ` 


mento, la suma de todas las áreas sería menor que el segmento. 
Luego, el segmento AABET no es menor que el área K. 

- Y se había demostrado que tampoco era mayor. Luego es 
igual al área K. Y el área K es cuatro tercios del triángulo ABT. 
Luego también el segmento AABET es cuatro tercios del trián- 
gulo ABT. 


SOBRE LOS CUERPOS FLOTANTES 


INTRODUCCIÓN 


El tratado Sobre los cuerpos flotantes es, junto con el 
Equilibrio de las figuras planas, una de las dos obras de tema 
físico debidas a Arquímedes. En él se contienen los más anti- 
guos estudios científicos sobre hidrostática y la expresión del 
principio fundamental de dicha materia, el bien conocido «prin- 
cipio de Arquímedes» cuyo descubrimiento inmortalizó la 
anécdota sobre la corona de Hierón que Plutarco nos ha trans- 
mitido'. 

Su texto parecía haberse conservado sólo en la traducción 
latina de Guillermo de Moerbeke hasta que el descubrimiento 
del palimpsesto permitió a Heiberg recuperar buena parte del 
texto griego? y dio a conocer la demostración de la proposición 
8 del Libro I, que faltaba en la versión latina. Más recientemente, 
el equipo dirigido por Netz ha podido leer pasajes del palimpses- 
to que Heiberg tuvo que dar por imposibles y, al parecer, han 
sido publicados en una edición no venal. Lamentablemente, no 
hemos podido consultarla, de modo que nuestra traducción re- 
fleja el texto, en parte griego, en parte latino, editado por Heiberg 
y recoge las ilustraciones publicadas por ese mismo estudioso. 

El texto conserva el dialecto dorio de Arquímedes y se com- 
pone de dos libros. En el primero, un breve preámbulo recoge la 


1 CF. vol. 1, Introducción, págs. 9-10 y 15-16. 
2 Cf. vol. 1, Introducción, págs. 54 y ss., especialmente págs. 60-63. 
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hipótesis —que usa como postulado— de que en los líquidos, 
la parte menos presionada es empujada por la más presionada, 
y que cada una de las partes es presionada verticalmente por el 
líquido que está por encima de ella’. A partir de esta hipótesis, 
las nueve proposiciones de que consta el Libro I avanzan como 
si fueran fruto del método deductivo —un poco al modo en que 
veíamos que se desarrollaba el tratado astronómico de Euclides 
sobre los Fenómenos?—, aunque en realidad los enunciados pro- 
puestos y demostrados proceden con toda probabilidad de ob- 
servaciones sistemáticas repetidas —radicalmente diversas, no 
obstante, del método experimental, que no sería definido y uti- 
lizado en las investigaciones científicas hasta dos milenios más 
tarde. 

Las proposiciones 1 y 2 conducen a la afirmación de que «la 
superficie de todo líquido en estado de inmovilidad tiene la fi- 
gura de una esfera cuyo centro es el centro de la tierra»; en la pro- 
posición 3 se determinan las condiciones de estática de las mag- 
nitudes de igual peso específico? que el fluido en que se las 
sumerge; las proposiciones 4 y 5 estudian ciertas particularida- 
des de la estática de las magnitudes de menor peso específico 
que el fluido, y en las proposiciones 6 y 7 se formula el «prin- 
cipio de Arquímedes» de modo separado para los casos de mag- 
nitudes de peso específico menor (prop. 6) y mayor (prop. 7) 
que el fluido en que se las sumerge. Por último, las proposicio- 
nes 8 y 9 se refieren a la posición de equilibrio de un casquete 
esférico de peso específico inferior al del fluido, de acuerdo con 
el principio, expresado al principio de la obra, de que el empu- 
je del fluido sobre el sólido se ejerce sobre el centro de grave- 
dad del mismo y siguiendo la vertical. 


3 Sobre las dificultades suscitadas por este postulado puede verse el co- 
mentario de DIJKSTERHUIS, Op. cit., págs. 377-379. 

4 Ver BCG 277, págs. 241-324. 

5 Noción descubierta por Arquímedes, según testimonia la anécdota de la 
corona de Hierón, pero a la que el siracusano no llegó a dar un nombre con 
categoría terminológica. 
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El Libro H se abre con la demostración de que el sólido de 
menor densidad que el líquido en que es depositado guarda en 
peso con el líquido desalojado la misma razón que guarda 
la parte sumergida del sólido con el sólido entero. Las otras 
nueve proposiciones que componen esta parte del tratado se 
ocupan en exclusiva del estudio de la estática del segmento rec- 
to de paraboloide de revolución: las proposiciones 2 y 3 estu- 
dian los casos en que el eje del segmento de paraboloide no es 
mayor que una vez y media el parámetro; las proposiciones 4 y 
5, cuando el eje es mayor que una vez y media el parámetro; las 
proposiciones 6 a 9, diversas situaciones cuando el eje es mayor 
que una vez y media el parámetro pero menor que 15/4 del mis- 
mo y, por último, la proposición 10 determina las distintas po- 
siciones en que queda flotando el segmento de paraboloide 
cuando el eje del mismo es mayor que 15/4 del parámetro. 

A pesar de que la lectura del tratado se hace especialmente 
costosa —en parte, en razón de la falta absoluta de terminolo- 
gía en este campo del conocimiento, que fuerza al autor a em- 
plear constantemente largas perífrasis— hay que reconocer en 
esta obra la muestra más elevada de la genialidad de Arquí- 
medes. No obstante lo significativo de sus descubrimientos, 
los hallazgos dados a conocer en este tratado quedaron prácti- 
camente en el olvido hasta el Renacimiento, cuando, a mediados 
del siglo xv1, la imprenta puso a disposición de los estudiosos 
la traducción latina de Moerbeke, dando pie a nuevas investi- 
gaciones en esta materia —como el descubrimiento de la para- 
doja hidrostática (Stevin, 1586) o los trabajos de Pascal, yaen 
el siglo xvi. 

Aun cuando fueron ignorados durante casi dos milenios, los 
libros Sobre los cuerpos flotantes han sido valorados en térmi- 
nos laudatorios por los mejores especialistas. Así Dijksterhuis 
pondera que «ésta es la parte del trabajo de Arquímedes que 
suscita la más elevada admiración del matemático de hoy, tanto 
por la elevada calidad de los resultados obtenidos, que parecen 
estar mucho más allá de la palidez de los de la matemática clá- 
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sica, como por la genialidad del argumento» y Ver Eecke subra- 
ya el interés de la obra desde el punto de vista de la ingeniería 
al afirmar que de estas proposiciones se desprende la teoría del 
metacentro, que permitiría a la construcción naval superar el 
estadio del mero empirismo. 


LIBRO I 


Supóngase que el líquido tiene una naturaleza tal que de las 
partes suyas que yacen por igual y son continuas, la menos pre- 
sionada es empujada por la más presionada, y que cada una de 
sus partes es presionada verticalmente por el líquido que está 
por encima de ella a menos que el líquido esté encerrado en un 
recipiente y sea presionado por alguna otra cosa. 


PROPOSICIÓN 1 


Si hay una superficie cortada mediante un plano que, pa- 
sando siempre por el mismo punto, produce como sección! un 
arco de círculo cuyo centro es el punto por el que es cortada 
mediante el plano, la superficie será una esfera. 


Sea pues una superficie cortada mediante un plano que, pa- 
sando por el punto K, produce siempre como sección un arco de 
círculo, y sea K el centro de éste. 

Si esta superficie no es una superficie de esfera, las líneas 
que van del centro a la superficie no serán todas iguales. 


! A partir de aquí y hasta el final de la proposición 1, así como buena parte de la 
proposición 2 (es decir, el pasaje que va de 318, 12 hasta 320, 15) se nos ha conser- 
vado como fuente única el texto latino de la versión de Guillermo de Moerbeke. 
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Así, sean en la superficie unos puntos A, B, G, D y unas 
rectas desiguales AK, KB y por las mismas KA, KB trácese un 
plano y produzca como sección en la su- 


4 B  perficie la línea DABG; ésta es un círcu- 


lo y su centro el punto K, dado que así se ; 
había supuesto la superficie. Luego las i 


K rectas KA, KB no son desiguales. 


Luego por fuerza la superficie es su- ; 


ç perficie de una esfera. 


PROPOSICIÓN 2 


La superficie de todo líquido en estado de inmovilidad ten- : 
drá la figura de una esfera que tendrá por centro el mismo que . 


la tierra. 


Supóngase un líquido en estado de inmovilidad? y córtese 


su superficie mediante un plano que pase por el centro de la ' 
tierra, y sea K el centro de la tierra y la sección de su superficie ! 


la línea ABGD. 
Digo que la línea ABGD es un arco de círculo y K su centro. 


Pues si no es así, las rectas trazadas desde K que inciden en . 


la línea ABGD no serán iguales. 


Tómese pues una recta que sea mayor que unas y menor que ' 


otras de las que desde K inciden en la línea ABGD, y con centro 
en K y por radio la línea tomada trácese un círculo. Entonces 
la circunferencia del círculo caerá en parte por fuera de la lí- 
nea ABGD y en parte por dentro, puesto que el radio es 
mayor que unas y menor que otras de las que inciden hasta la 


línea ABGD. Sea pues ZBH la circunferencia del círculo des- . 


crito, y desde B trácese una recta hasta K, y trácense ZK, KEL 


? Lat. consistens ita, ut maneat inmotus; gr. (según se desprende de la parte 


de la proposición conservada en griego), kathestakós hóste akínéton ménein, 
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que formen ángulos iguales”, y también con centro K trácese un 
arco XOP en el plano y en el líquido. 

Así, ciertas partes del líquido yacen por igual y son conti- 
nuas según el arco XOP 


alternativamente: algunas FA 
son presionadas según e] ARS g 
arco XO por el líquido que Z [$ : 


corresponde al lugar ZB, y M 


otras según el arco OP por IA 


el líquido que corresponde z4 F Fa 
al lugar BE; por tanto, son 

presionadas de modo des- 

igual las partes del líquido correspondientes al arco XO* y las 
correspondientes al OII. De modo que las menos presionadas 
serán empujadas por las más presionadas. De modo que el lí- 
quido no está en reposo, Pero se había supuesto que estaba dis- 
puesto de modo que permanecía inmóvil. Por tanto es de nece- 
sidad que la línea ABTA sea un arco de círculo y que K sea su 
centro. 

Del mismo modo se demostrará también que, si la superfi- 
cie del líquido es cortada de otra manera mediante un plano 
que pase por el centro de la tierra, la sección será un arco de 
círculo y su centro será el (punto) que también es centro de la 
tierra. 

Por tanto, es evidente que la superficie de un líquido en es- 
tado de inmovilidad tiene la figura de una esfera con el mismo 
centro que la tierra, puesto que es de tales características que 
(cortada por el mismo punto) produce como sección una cir- 
cunferencia de un círculo que tiene por centro el punto por el 
que pasa el plano mediante el cual es cortada [Prop. 1]. 


DH 


3 «Con BK», se entiende. 
* A partir de este punto volvemos a contar con texto griego. 
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PROPOSICIÓN 3 


De las magnitudes sólidas, las que tienen el mismo peso que 
el líquido, depositadas en el líquido, se sumergirán de modo 
que no sobresalgan en absoluto de la superficie del líquido y ya 
no serán llevadas más hacia abajo”. 


Deposítese en un líquido una magnitud sólida de las que 
tienen el mismo peso que el líquido y, si es posible, sobresalga 
algo de ella por encima de la superficie del líquido, y esté el lí- 
quido en tal situación que permanezca inmóvil. Considérese un 
plano trazado pasando por el centro de la tierra y por el líquido 
y por la magnitud sólida, y sea el arco ABTA la sección de la 
superficie del líquido y la figura EZHO la de la magnitud sóli- 

da, y sea K el centro de 


E E M r la tierra. Y del sólido 
x A esté la parte BHO en el 
líquido, y la parte BEZT, 

12 fuera. 


Considérese la figu- 
ra sólida comprendida 
por una figura semejan- 
te a una pirámide que 
tenga por base el paralelogramo que está en la superficie del 
líquido y por vértice el centro de la tierra, (y sea) donde figura 
el arco ABTA (la sección del pla)no y las rectas KA, KM las de 
las caras de la pirámide. Con centro en K descríbase la superfi- 
cie de otra esfera en el líquido que está por debajo del sólido 
EZHO y córtese mediante un plano, y tómese también otra pi- 
rámide igual y semejante a la que comprende el sólido y conti- 


A Fa p 


3 HEIBERG recoge como locus similis el siguiente pasaje de HERÓN (Pneu- 
matica l, pág. 24, 11): «Arquímedes demostró en los Cuerpos flotantes que los 
cuerpos del mismo peso que el líquido ni sobresaldrán del líquido ni se sumer- 
girán, ni tampoco, por tanto, ejercerán presión sobre lo que está debajo». 


SOBRE LOS CUERPOS FLOTANTES 199 


gua a ella, y sean las rectas KM, KN la sección de sus caras, y 
en el líquido considérese tomada del líquido una magnitud 
PTY, igual y semejante a la parte del sólido correspondiente a 
B, H, O, I que está en el líquido. 

Las partes del líquido que están en la primera pirámide por 
debajo de la superficie en donde figura el arco ZO y las que 
están en la otra, en donde figura TIO, yacen por igual y son 
continuas. Pero no reciben la misma presión, pues la correspon- 
diente a ZO recibe la presión del sólido OHEZ y la del líquido 
que está entre las superficies correspondientes a ZO, AM y a 
las caras de la pirámide, mientras que la correspondiente a ITO, 
la del líquido que está entre las superficies correspondientes a 
TIO, MN y a las caras de la pirámide. Y el peso del líquido co- 
rrespondiente a MN, OIT será menor, pues, por una parte, el 
correspondiente a PETY es menor que el sólido EZHO —pues 
es igual al correspondiente a HBT'O por haber supuesto que el 
sólido es igual en magnitud y del mismo peso (que el líquido) — 
y, por otra parte, (lo restante es igual a lo restante). Por tanto, es 
evidente que la parte correspondiente al arco OTI será empuja- 
da por la correspondiente al arco OZ, y el líquido no estará in- 
móvil. Pero se ha supuesto que estaba inmóvil. 

Luego no sobresaldrá de la superficie del líquido nada de la 
magnitud sólida. Y el sólido, una vez sumergido, no será lleva- 
do hacia abajo, pues todas las partes del líquido que yacen por 
igual recibirán la misma presión por ser del mismo peso el sóli- 
do y el líquido. 


PROPOSICIÓN 4 


De las magnitudes sólidas, la que es más liviana que el lí- 
quido, depositada en el líquido, no se sumergirá entera, sino 
que una parte de ella quedará por fuera de la superficie del 
líquido. 
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Sea una magnitud sólida más liviana que el líquido y, una 
vez depositada en el líquido, quede sumergida entera, si es po- 
sible, y no quede nada de ella por fuera de la superficie del lí- 
quido y esté el líquido en estado tal que permanezca inmóvil. 

Considérese un plano trazado pasando por el centro de la 
tierra y por el líquido y por la magnitud sólida y corte este plano 
a la superficie del líquido según el arco ABT y a la magnitud 
sólida según la figura donde está Z, y sea K el centro de la tierra; 
considérese una pirámide que comprenda a la figura Z, como la 
de antes [Prop. 3], que tenga por vértice el punto K y corte a sus 
caras el plano ABT según las rectas AK, KB y tómese otra pi- 


rámide igual y semejante a ésta, y corte el plano las caras de i 


ésta según las rectas KB, KT, y trácese en el líquido la superfi- 


cie de otra esfera, con centro en K, por debajo de la magnitud ` 


sólida, y córtela? el mismo plano según el arco ZOTI, y consi- 
dérese también una magnitud —la de H— tomada del líquido, 
comprendida en la segun- 
da pirámide, igual al só- 
lido Z. 

` Las partes del líquido 
de la primera pirámide 
por debajo de la super- 
ficie correspondiente al 
arco ZO y las del líquido 
de la segunda por debajo 
de la superficie correspondiente al arco OTI yacen por igual y 
son continuas una con otra. Pero no reciben igual presión, pues 
el de la primera pirámide recibe la presión de la magnitud só- 
lida Z y la del líquido que lo rodea y que está en el espacio de 
la pirámide señalado por A, B, O, Z, mientras que el de la otra 
pirámide recibe la presión del líquido que lo rodea y que está en 
el espacio de la pirámide señalado por II, O, B, T; por otro 
lado, el peso correspondiente a (Z es menor que el peso corres- 


B 


$ Debe cortar «la superficie de esta segunda esfera», se entiende. 
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pondiente a) H, dado que es igual a ésta en magnitud, pero que 
se ha supuesto que la magnitud sólida era más liviana que el 
líquido, y que los pesos del líquido que rodea las magnitudes Z, 
H en cada una de las pirámides son iguales. Por tanto, recibirá 
mayor presión la parte del líquido que queda bajo la superficie 
correspondiente al arco OIT; por tanto, el que recibe menor 
presión será empujado y el líquido no permanecerá inmóvil; 
pero se había supuesto que sí. 

Luego no se sumergirá entero, sino que habrá una parte de 
él que quede fuera de la superficie del líquido. 


PROPOSICIÓN 5 


De las magnitudes sólidas, la que sea más liviana que el lí- 
quido, depositada en el líquido, se sumergirá en la medida en 
que un volumen del líquido igual al volumen de la parte sumer- 
gida tenga un peso igual al de la magnitud entera. 


Constrúyase lo mismo que en las proposiciones anteriores y 
esté inmóvil el líquido, y sea la magnitud EZHO más liviana 
que el líquido. 


A D 


Puesto que el líquido está inmóvil, las partes de él que yacen 
por igual estarán recibiendo la misma presión. Por tanto, el lí- 
quido que está por debajo de la superficie correspondiente al 
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arco ZO y al IIO estará recibiendo la misma presión. De modo 
que el peso por el que están presionados es igual. Y también el 
peso del líquido que hay en la primera pirámide menos el del 
sólido BHOT es igual al peso (del líquido de la otra pirámide) 
menos el del líquido PZT'Y. Es evidente por tanto que el peso de 
la magnitud EZHO es igual al peso del líquido PETY. 

Está claro por tanto que un volumen de líquido tan grande 
como el de la parte sumergida de la magnitud sólida tiene el 
mismo peso que la magnitud entera. 


PROPOSICIÓN 6 


Los sólidos más livianos que el líquido, forzados dentro del 
líquido, son desplazados hacia arriba con una fuerza tan gran- 
de como el peso en que es más pesado que la magnitud el líqui- 
do que tiene igual volumen que la magnitud. 


Sea A una magnitud más liviana que el líquido y sea B el 
peso de la magnitud en la que figura A, y sea BF el del líquido” 
que tiene igual volumen que A. 

Se ha de demostrar que la magnitud A forzada dentro del 
líquido será desplazada hacia arriba con tanta fuerza como ten- 
ga el peso P. 

Tómese una magnitud, en la que figura A, que tenga un peso 
igual a T. La magnitud compuesta de las dos magnitudes en las 
que figuran A, A es más liviana que el líquido, pues BI es el 
peso de la magnitud compuesta de ambas, mientras que el peso 
del líquido que tiene el mismo volumen que ésta? es mayor que 
BL, por ser BF el peso de la magnitud que tiene el mismo volu- 
men que A. Depositada en el líquido la magnitud compuesta de 
las dos magnitudes A, Á se sumergirá en una medida tal que (un 


? «El peso del líquido», se entiende. 
$ Es decir, «que BP». 
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volumen de líquido) como el de la parte sumergida de la mag- 
nitud tenga igual peso que la magnitud entera —pues esto se ha 
demostrado [Prop. 5]—. Sea el arco ABTA la superficie de un 
líquido. 

Puesto que un volumen del líquido tan grande como la mag- 
nitud A tiene igual peso que las magnitudes A, A, está claro que 
la parte sumergida de éste será la magnitud A y que la parte 
restante de éste, en la que figura A, 
estará entera por encima de la su- E 
perficie del líquido. Pues si el sóli- B 
do queda sumergido? T...T se sigue — 
T...T demostrado esto. Está claro, á 
por tanto, gue la magnitud A es 
desplazada hacia arriba T...T desde 
arriba A hacia abajo, puesto que L 
ninguna de las dos magnitudes era 
desplazada por la otra. Pero A ejerce presión hacia abajo con 
tanto peso como T. Pues se había supuesto que el peso de la fi- 
gura en la que está A era igual ar. 

Luego es evidente lo que había que demostrar. 


PROPOSICIÓN 7 


Las magnitudes más pesadas que el líquido, depositadas en 
el líquido, se desplazarán hacia abajo hasta llegar al fondo, y 
en el líquido serán más livianas en un peso igual al del líquido 
de volúmen igual al volumen de la magnitud sólida. 


9 Heiberg, sin ofrecer una conjetura que colme las pequeñas lagunas, resti- 
tuye en su versión latina el sentido siguiente: «Pues si el sólido se sumerge de 
otra manera, se sigue una contradicción con lo demostrado anteriormente, Está 
claro por tanto que la magnitud A es desplazada hacia arriba con una fuerza tan 
grande como la presión que ejerce desde arriba A hacia abajo, puesto que nin- 
guna de las dos magnitudes...». 
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Que se desplazarán hacia abajo hasta llegar al fondo, es evi- 
dente, pues las partes del líquido por debajo de ésta!” experi- 
mentarán mayor presión que las partes que yacen por igual que 
ellas, dado que se ha supuesto que la magnitud sólida es más 
pesada que el líquido. 

Que serán más livianas como se ha dicho, se demostrará. 

Sea A una magnitud que es más pesada que el líquido, y sea 
BT el peso de la magnitud en la que figura A, y B el del líquido 
de igual volumen que A. 

Se ha de demostrar que la magnitud A, estando en el líqui- 
do, tendrá un peso igual a T. 

Tómese una magnitud, en la que figura A, (más liviana que 
el líquido de volumen igual a ella, y sea) igual al peso B el peso 

— — de la magnitud en la que figura A, y sea el 
| peso del líquido de volumen igual a la mag- 


a nitud A igual al peso BT. 
A p Sumadas en una sola las magnitudes en 
a las que figuran A, A, la magnitud suma de 


ambas será del mismo peso que el líquido, 

pues el peso de las magnitudes sumadas es 

igual a los pesos BT y B sumados, mientras 
que el peso del líquido de volumen igual a la suma de las dos 
magnitudes es igual a esos mismos pesos. 

Así pues, una vez depositadas las magnitudes en el líquido, 
pesarán lo mismo que el líquido y no se desplazarán hacia arri- 
ba ni hacia abajo [Prop. 3]. Por lo cual la magnitud en la que 
figura A será desplaza(da hacia abajo y, con la misma fuerza), 
la magnitud en la que figura A tira de ella hacia arriba, mentras 
que la magnitud en la que figura A, puesto que es más liviana 
que el líquido, será desplazada hacia arriba con la misma fuerza 
que tiene el peso T —pues se ha demostrado que las magnitudes 
sólidas más livianas que el líquido metidas por la fuerza dentro 
del líquido son llevadas hacia arriba con una fuerza igual al peso 


10 «De la magnitud en cuestión», se entiende. 
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en que el líquido de igual volumen que la magnitud es más pe- 
sado que la magnitud [Prop. 6]. Y el líquido del mismo volumen 
que A es más pesado que la magnitud A en el peso T. 

Así, es evidente también que la magnitud en la que figura A 
será desplaza(da hacia abajo con un peso igual al de T}. 


kk k 


Supóngase que cada una de las magnitudes desplazadas (ha- 
cia arriba, de las que están en un líquido}, son llevadas hacia 
arriba según la vertical trazada pasando por su centro de grave- 
dad. 


PROPOSICIÓN 8 


Si una magnitud sólida, más liviana que el líquido, con figu- 
ra de casquete esférico, es depositada en un líquido de tal ma- 
nera que la base del casquete no esté en contacto con el líquido, 
la figura se mantendrá derecha de tal modo que el eje del cas- 
quete esté vertical; y si la figura fuese arrastrada por alguna 
fuerza de modo que la base del casquete entre en contacto con 
el líquido, no permanecerá inclinada si se deja libre, sino que 
volverá a ponerse derecha. 


Considérese una magnitud como la que se ha dicho depo- 
sita(da) en el líquido, y considérese un plano trazado (por el eje 
del) casquete y el centro de la tierra, y sea la sección de la su- 
perficie del líquido el arco ABTA, y la de la figura depositada 
en el líquido, el arco EZHO, y sea OZ el eje del casquete; el 
centro de la esfera está, naturalmente, en la recta OZ, 

En primer lugar, si el casquete es mayor que un hemisferio, 
sea K y esté la figura inclinada si es posible, ya sea inclinada 
por alguna cosa, ya por sí misma. 

Se ha de demostrar que no permanecerá quieta, sino que 
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volverá a ponerse derecha de modo que los puntos Z, O esténen | 
vertical. 


Dado que se ha supuesto que la fi- I 


gura está inclinada, los puntos 7, O 


que el punto A es el centro de la tie- 
rra. La figura tomada del líquido 
comprendida por la superficie del lí- 
quido tiene su eje en la recta KA 
— pues si las superficies de dos esfe- 
ras se cortan entre sí, la sección es un 
círculo perpendicular a la recta que une los centros de las esfe- 
ras! —. Así, el centro de gravedad de la figura tomada del líqui- 
do correspondiente al arco BNT está en la recta KA: sea P. Y el 
centro de gravedad del casquete entero, el correspondiente al 
arco OHZE, está en la recta ZO: sea E. Por tanto, el centro de 
gravedad del (resto de la figura, que está por fuera) de la super- 
ficie del líquido, está en la prolongación de la recta PZ, toman- 
do de ella una recta, 2%, que guarde con la recta ZP la misma 
razón que guarda el peso del casquete correspondiente al arco 
BNT con el peso de la parte que está fuera del líquido —pues 
esto se ha demostrado [Equil. Plan, 18]—. Sea È el centro de la 
figura indicada. Puesto que el peso de la figura que queda fuera 
del líquido es desplazado hacia abajo según la recta AX, mien- 
tras que la parte que está en el líquido es desplazada hacia arriba 
según lá recta PK [Prop. 7, 336, 14 y ss.], es evidente que la fi- 
gura no permanecerá quieta, sino que las partes de la misma 
que están hacia E serán desplazadas hacia abajo mientras que 
las que están hacia H, hacia arriba, y serán desplazadas siem- 
pre en la misma dirección hasta que ZO esté vertical. Y una vez 


11 Aunque esto puede deducirse en aplicación de ciertos contenidos de los 
Elementos de Euclides, la literatura matemática griega no nos ha conservado 
ninguna demostración directa de ello, 


no están en vertical. Por los puntos K ] 
y Á trácese la recta KA, y supóngase 1 
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que ZO esté vertical, los centros de gravedad de la parte que 
está en el líquido y de la que está fuera estarán en la misma 
vertical, pues estarán en la recta ZO. Así, los pesos se presiona- 
rán el uno al otro en sentidos opuestos según la misma vertical, 
impulsado el uno hacia abajo y el otro hacia arriba. De modo 
que la figura permanecerá quieta, pues ninguna de las dos par- 
tes será empujada por la otra. 


Lo mismo sucederá también si la figura fuera un hemisferio 20 


o menor que un hemisferio. 


PROPOSICIÓN 9 


Y también si fuera depositada en el líquido una figura que 
fuera más liviana que el líquido de manera que su base entera 


esté en el líquido, la figura se mantendrá derecha de modo que 25 


su eje esté en vertical. 


Considérese una magnitud como la que se ha dicho deposi- 
tada en el líquido y considérese también un plano trazado pa- 
sando por el eje del casquete y por el centro de la tierra, y sea el 
arco ABTA la sección de la superficie del líquido; el arco EZH 
y la recta EH, la sección de la 
figura, y sea ZO el eje del cas- 
quete. 

Si es posible, no esté ZO en 
vertical. 

Se ha de demostrar que la fi- 
gura no permanecerá quieta, 
sino que volverá a estar derecha. E 

El centro de la esfera está en 
la recta ZO (de nuevo, sea primero la figura mayor que un he- 
misferio), y sea el punto K. Trácese la recta KA por el punto K 
y por el punto A, centro de la tierra. ) 

La figura comprendida por la superficie del líquido exterior 
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al líquido, tiene su eje en la recta que pasa por K y, por la misma 
razón que en lo anterior [Prop. 8], su centro de gravedad está en 
la recta NK: sea P. Y el cenítro de gravedad) del casquete ente- 
ro (está en la recta ZO) entre los puntos K, Z: sea T. Luego el 
centro de la figura restante, la que está en el líquido, estará en la 
recta TP, una vez prolongada y tomada de ella una recta que 
guardará con TP la misma razón que la que guarda el peso del 
segmento exterior al líquido con el peso de la figura que está en 
el líquido. Y sea O el centro de la figura indicada”, y sea OA 
una vertical que pase por O. El peso del casquete que está fuera 
del agua será desplazado hacia abajo según la recta PA, mien- 
tras que el de la figura que está en el agua será desplazado hacia 
arriba según la recta OA [prop. 7, 336, 14 y ss.]. 

Por tanto la figura no permanecerá quieta, sino que las par- 
tes de la figura del lado de H serán desplazadas hacia abajo 
mientras que las del lado de E hacia arriba y eso ocurrirá cons- 
tantemente hasta que OZ esté en vertical, 


12 Es decir, «de la parte de la figura sumergida en el líquido». 


LIBRO II 


PROPOSICIÓN 1 


Si una magnitud que es más liviana que el agua es deposi- 
tada en el líquido guardará en peso con el líquido la misma 
razón que guarda la parte sumergida de la magnitud con la 
magnitud entera. 


Deposítese en el líquido una magnitud só- 
lida, DA, que sea más liviana que el líquido, y 
sea A la parte sumergida de la misma, y D la 
de fuera del líquido. 

Se ha de demostrar que DA guarda en peso 
con el líquido de igual volumen la misma ra- 
zón que guarda A con DA. 

Tómese una magnitud de líquido, NI, de 
volumen igual a DA, y sea N igual a De I 
igual a A y, además, sea B el peso de la mag- N 


nitud DA y PO el de NI y P el de I. 

Por tanto, DA guarda con NI la misma ra- 
zón que B con PO. Pero puesto que la magni- 
tud DA, que era más liviana que el líquido, había sido deposita- 
da en el líquido, es evidente que el volumen de la magnitud 
sumergida tiene igual peso que la magnitud DA —pues eso se 


ha demostrado [C. flot. 1 5]—. Luego el peso B es igual al P, 3 


A 
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puesto que el peso B es el de la magnitud DA entera, mientras 
que P es el peso del líquido I, el cual era igual a la magnitud que 
tenía el mismo volumen que la magnitud sumergida A. Por tan- 
to, la magnitud DA es en peso a la NI como el peso P al PO. 
Y la razón que guarda P con PO es la misma razón que guardan 
Icon IN y A con DA. 

Luego se ha demostrado lo propuesto. 


PROPOSICIÓN 2 


El segmento recto de un paraboloide, cuando tiene un eje 
que no es mayor que una vez y media el parámetro!, cualquie- 
ra que sea la razón que guarde en peso con el líquido, deposi- 
tado en el líquido de manera que su base no esté en contacto 
con el líquido, si se pone inclinado no permanecerá inclinado, 
sino que volverá a ponerse derecho (y digo que tal segmento 
está derecho siempre que el plano que lo ha cortado sea para- 
lelo a la superficie del líquido}. 

Sea un segmento de paraboloide como el que se ha indicado 
y esté inclinado. 

Se ha de demostrar que no permanecerá así, sino que volve- 
rá a ponerse derecho. 

Cortado éste mediante un plano que pase por el eje y per- 
pendicular al (plano que está sobre la superficie) del líquido, 
sea la parábola ATIOA la sección del segmento, y sea NO el eje 


! Gr. fós méchri toú áxonos —Jiteralmente «la que va hasta el eje»—, es 
decir, la recta que va, siguiendo una generatriz, de la cúspide de la parábola a 
incidir en el eje del cono, o sea, hasta la cúspide del mismo. Siguiendo a Ver 
Eecke y Mugler y en aras de una mayor claridad hemos optado por reemplazar 
la perífrasis antigua por el término actual. 

* Lo que Arquímedes propone, llamando P, al peso del segmento, P, al 
peso del líquido, E al eje y p al parámetro, es el estudio del caso en que E < 3/2 
p; aunque Arquímedes no lo explicita en esta proposición ni en la siguiente, 
hay que incluir la condición de que P, : P,< 1. 
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del segmento y diámetro de la parábola, y sea IZ la sección de 
la superficie del líquido. 

Puesto que el segmento no está derecho, la recta AA no se- 
ría paralela a la recta 
IZ. De modo que NO £ 
no formará un ángulo 
recto con IZ. Trácese 
pues paralela la rec- 
ta KQ, tangente a la 
parábola en el punto 
TI y desde el punto II 
trácese [IO paralela a 
NO. La recta II 
corta por la mitad a IZ 
—-pues eso se ha demostrado en las Cónicas [Cuadr. parab. 11—-. 
Córtese IIQ de modo que [IB sea el doble de BO, y córtese NO 
por el punto P de modo que también OP sea el doble de PN. 
El punto P será el centro de gravedad del segmento mayor del 
sólido, y el punto B el del correspondiente a ITOE —pues 
se ha demostrado en los Equilibrios que el centro de gravedad 
de todo segmento de paraboloide se encuentra en su eje, cor- 
tado de tal manera que el segmento del eje que está hacia el 
vértice sea el doble que el segmento restante*—. Una vez resta- 
do el segmento sólido correspondiente a ITOE del segmento 
entero, el centro de gravedad estará en la recta BI” —pues eso 
se ha demostrado en los Elementos de mecá(nica”, que si se 
resta una magnitud que no) tiene el mismo centro de gravedad 
que la magnitud entera, el centro de gravedad de la magnitud 


3 «Paralela a I£», se entiende. 

4 La versión que ha llegado hasta nosotros del Equilibrio de las figuras 
planas no llega a estudiar los casos de los sólidos de revolución construidos a 
partir de las secciones cónicas; tampoco en Conoides y esferoides encontramos 
proposición alguna que pueda ser de aplicación al aserto, pero el caso sí se es- 
tudia mediante el método mecánico en Método 5. 

3 Cf. vol. I, Introducción, pág. 24. 
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restante estará sobre la recta que une los centros de gravedad de 
la magnitud entera y la magnitud restada prolongada hacia el 
lado en que se encuentra el centro de gravedad de la magnitud 
entera'--. Prolónguese BP hacia T, y sea T el centro de grave- 
dad de la magnitud restante. Puesto que NO es una vez y media 
OP pero no es mayor que una vez y media el parámetro, es 
evidente que PO no es mayor que el parámetro. Por tanto, TIP 
forma con KQ ángulos desiguales, y el ángulo PITA es agudo. 
Por tanto, la perpendicular trazada desde P hasta TIQ caerá en- 
tre H, Q. Caiga como PO. Por tanto, PO es perpendicular al 
plano paralelo? en el que está El, que está sobre la superficie 
del líquido. Desde B, T trácense unas rectas paralelas a PO, La 
parte de la magnitud que está fuera del líquido será desplazada 
hacia abajo según la vertical trazada pasando por F —pues se 
ha supuesto que cada uno de los pesos es llevado hacia abajo 
según la vertical que pasa por su centro?-—, mientras que la 
magnitud que está en el líquido, puesto que es más liviana que 
el líquido, será desplazada hacia arriba según la vertical trazada 
pasando por B. Puesto que reciben empujes opuestos pero no 
según la misma vertical, (la figura no permanecerá quieta, sino 
que la parte que está hacia) A será llevada hacia arriba, mientras 
que la que está hacia A hacia abajo, y eso será así siempre hasta 
que vuelva a ponerse derecha. 


$ Más detalladamente, en Equilibrio de las figuras planas 1 8 se demuestra 
que «Si de una magnitud se quita una magnitud que no tenga el mismo centro 
que la magnitud entera, una vez prolongada la recta que une los centros de 
gravedad de la magnitud entera y de la restada hacia el lado en que está el cen- 
tro de la magnitud entera, y tomada una parte de la prolongación de la recta que 
une los centros indicados de modo que (esa parte) guarde con la recta que está 
entre los centros la misma razón que la que guarda el peso de la magnitud 
quitada con el peso de la restante, el centro de gravedad de la magnitud restan- 
te será el extremo de la recta tomada». 

7 Colmamos la laguna del texto siguiendo la versión latina de Heiberg. 

ê En el postulado que sigue a Cuerpos flotantes 17. 


SOBRE LOS CUERPOS FLOTANTES 213 


PROPOSICIÓN 3 


Un segmento recto de un paraboloide, cuando su eje no sea 
mayor que una vez y media el parámetro, cualquiera que sea la 
razón que guarde en peso con el líquido, depositado en el líqui- 
do de manera que su base entera esté en el líquido, si se pone 
inclinado, no se mantendrá inclinado, sino que volverá a una 
posición tal que su eje esté vertical”. 


Deposítese un segmento como el que se ha dicho en el líqui- 
do y esté su base en el líquido y, cortado mediante un plano que 
pase por el eje y perpendicular a la superficie del líquido, sea su 
sección la parábola AMOA, y sea HO el eje del segmento y 
diámetro de la pará- 
bola, y sea IZ la sec- 
ción de la superficie 
del líquido. 

Puesto que el seg- 
mento está inclinado, 
el eje no estará verti- 
cal. Por tanto, 110 no 
formará ángulos igua- 
les con IZ. Trácese 
una (recta KQ parale- 
la a IZ y tangente en) el punto O a la parábola AHOA, y sea P 
el centro de gravedad del sólido ATIOA y B el del sólido HIIOZ 
y, una vez trazada BP, prolónguese y sea T el centro de gravedad 
del sólido IZAA. 

De la misma manera” se demostrará que el ángulo compren- 
dido por PO, OK es agudo y que la perpendicular trazada desde 
P hasta KQ caerá entre los puntos K, O; sea PO. Si desde los 


? Es decir, el mismo caso que en la proposición anterior pero para otra 
posición del segmento recto de paraboloide. 
19 ¿De la misma manera que en la proposición anterior», se entiende. 
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puntos T, B se trazan unas paralelas a PO, la parte que queda com- | 
prendida en el líquido será desplazada hacia arriba según la recta | 
trazada pasando por IT”, mientras que la de fuera del líquido hacia : 


abajo según la recta trazada pasando por B, y el sólido ATIOA 


no permanecerá así en el líquido, sino que la parte que está hacia | 
A tendrá un desplazamiento hacia arriba, mientras que la que | 


está hacia A, hacia abajo, hasta que la recta TIO esté vertical. 


PROPOSICIÓN 4 


El segmento recto de paraboloide, siempre que sea más li- i 


viano que el líquido y tenga su eje mayor que una vez y media 


el parámetro, cuando guarde en peso con el líquido de igual ` 
volumen una razón no menor que la que guarda el cuadrado ` 


construido sobre el exceso en que el eje es mayor que una vez y 


media el parámetro con el cuadrado construido sobre el eje, 


depositado en el líquido de modo que su base no esté en contac- 


to con el líquido, si se pone inclinado no permanecerá inclina- | 


do, sino que volverá a ponerse derecho'!, 


Sea un segmento de paraboloide como el que se ha dicho y, . 
una vez depositado en el líquido, si es posible, no esté derecho, ; 
sino inclinado, y una vez cortado mediante un plano que pase | 


por el eje y perpendicular a la superficie del líquido”, sea la 
sección del segmento la parábola APOL [Con. esf. 11 a], y 


la recta NO el eje del segmento y diámetro (de la parábola) 


y sea IS la sección de la superficie del líquido. Así, si el segmen- 


to no está recto, la recta NO no formará con IS ángulos iguales. | 
Trácese una recta KQ tangente a la parábola en el punto P y 


U El caso estudiado es el de que E > 32 p, si P.:Pj2[ E-(3N p)P : E. 
i? El largo pasaje que va de 356, 14 hasta 363, 21 (la mayor parte de esta 


prop. 4 y las 5 y 6 completas) tiene como fuente el texto latino de la versión de ` 


Guillermo de Moerbeke, 
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paralela a IS, y desde P, igualmente paralela a ON, trácese PF, 
y tómense los centros de gravedad; y R será el centro del sólido 
APOL y B será el centro de la parte de éste que está dentro del 
líquido; y trácese una recta uniendo los puntos BR y prolón- 
guese hasta G, y sea G el centro 
de gravedad del sólido que está 
por encima del líquido [Equil. 
plan. 18]. 

Y dado que NO es una vez y 
media RO” y, por otra parte, ma- 
yor que una vez y media el pará- 
metro, está claro que RO es ma- 
yor que el parámetro. Sea RM 
igual al parámetro y OM, el doble 
de HM. Por lo cual resulta que NO es una vez y media RO; HO, 
una vez y media OM, y la restante, NH, es una vez y media la 
restante —es decir, RM—. Por tanto, el eje es mayor en la recta 
HO que una vez y media el parámetro —es decir, RM—. Y dado 
que se había supuesto que el segmento guardaba en peso con el 
líquido una proporción no menor que la que guarda el cuadrado 
construido sobre el exceso en que el eje excede a una vez y me- 
dia el parámetro con el cuadrado construido sobre el eje, es evi- 
dente que el segmento guarda en peso con el líquido una propor- 
ción no menor que el cuadrado construido sobre HO con el 
cuadrado construido sobre NO. Y la proporción que guarda en 
peso el segmento con el líquido es la que guarda la parte sumer- 
gida del segmento con el segmento entero —pues eso se ha de- 
mostrado [Prop. 1}—. Pero la proporción que guarda la parte 
sumergida del segmento con el segmento entero es la que guarda 
el cuadrado construido sobre PF con el cuadrado construido sobre 
NO —pues se ha demostrado en el tratado Sobre conoides que 
si de un paraboloide se cortan dos segmentos mediante dos pla- 
nos trazados de cualquier manera, los segmentos guardarán en- 


13 Cf. en este mismo tratado la prop. 2, 350, 14 y ss. y nota. 
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tre sí la misma proporción gue guardan los cuadrados construi- . 
dos sobre sus ejes [Con. esf. 24]—. Luego el cuadrado construido . 


sobre PF no guardará con el cuadrado construido sobre NO una 


proporción menor que la que guarde el cuadrado construido so- | 
bre HO con el cuadrado construido sobre NO; por tanto, PF no ; 


es menor que HO [Elem. V 7-8] ni BP menor que MO; por tan- 
to, si desde M se traza una recta hasta NO caerá entre B y P. Por 


tanto, dado que PF es paralela al diámetro mientras que MT es ' 
perpendicular al diámetro, y RM es igual al parámetro, la recta | 


que va de R a T, una vez trazada y prolongada, formará ángulos 


rectos con la tangente en P; por lo cual formará ángulos iguales : 


con IS y con la superficie del líquido que pasa por IS. Y si por 


B, G se trazan paralelas a RT, formarán ángulos rectos con la ' 


superficie del líquido y la parte del sólido paraboloide sumer- 


gida en el líquido será desplazada hacia arriba según la paralela ' 
a RT que pasa por B, mientras que la parte de fuera del líquido . 
será desplazada hacia abajo en el líquido según la prolongación ; 
de la paralela a RT que pasa por G, y eso será así siempre hasta ' 


que el paraboloide vuelva a ponerse derecho. 


PROPOSICIÓN 5 


Un segmento recto de un paraboloide cuando, siendo más ' 


liviano que el líquido, tenga un eje mayor que una vez y media 
el parámetro, si guarda en peso con el líquido una proporción 
no mayor que la que guarda el exceso en que es mayor el cua- 
drado construido sobre el eje que el cuadrado construido sobre 
el exceso en que el eje es mayor que una vez y media el paráme- 
tro con el cuadrado construido sobre el eje, depositado en un 
líquido de manera que su base entera esté en el líquido, si se 
pone inclinado no permanecerá inclinado, sino que volverá a 
una posición tal que su eje esté vertical“. 


14 El caso estudiado es el de que E > 3/2 p, si P_ : P,s E?-(E-3/2pP : F. 
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Deposítese pues en el líquido un segmento como el que se 
ha dicho y esté su base entera en el líquido, y cortado el seg- 
mento mediante un plano que pase por el eje perpendicular a la 
superficie del líquido, su sección será una parábola [Con. esf: 
11 a], y sea APOL, y sea NO el 
eje (del segmento) y diámetro 
(de la parábola), y sea IS la sec- 
ción de la superficie del líqui- 
do. Y puesto que el eje no está 
vertical, la recta NO no for- 
mará con IS ángulos iguales. 
Trácese pues KQ tangente a la 
parábola APOL en el punto P y 
paralela a IS, y por el punto P 
trácese PF paralela a NO, y tómense los centros de gravedad, y 
sea R el centro de APOL y B el de la parte de fuera del líquido 
y, una vez trazada BR, prolónguese hasta G, y sea G el centro 
de gravedad del sólido sumergido en el líquido [cf. Equil. plan. 
I 8] y tómese una recta RM igual al parámetro, y sea OM el 
doble de HM y constrúyase lo demás de modo semejante a las 
proposiciones anteriores [Prop. 4]. 

Dado que se ha supuesto que el segmento guarda en peso 
con el líquido una proporción no mayor que la proporción que 
guarda el exceso en que es mayor el cuadrado construido sobre 
NO que el construido sobre HO con el cuadrado construido so- 
bre NO, mientras que la proporción que guarda en peso el seg- 
mento con el líquido de igual volumen es la misma que guarda 
la parte sumergida del segmento con el sólido entero —pues 
eso se demostró en el primer teorema—, entonces la magnitud 
sumergida del segmento guarda con el segmento entero una 
proporción no mayor que la proporción indicada; luego el seg- 
mento entero guarda con la parte del segmento que queda fuera 
del líquido una proporción no mayor que la que guarda el cua- 
drado construido sobre NO con el cuadrado construido sobre 
HO. Luego el segmento entero guarda con la parte del segmen- 
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to que queda fuera del líquido la misma proporción que guarda | 


el cuadrado construido sobre NO con el cuadrado construido 


sobre PF [Con. esf. 24]; luego el cuadrado construido sobre NO | 
guarda con el cuadrado construido sobre PF una proporción no ; 


mayor que el cuadrado construido sobre NO con el cuadrado 
construido sobre HO, Luego PF no es menor que OH; por lo 


cual tampoco PB es menor que MO. Luego si desde M se traza . 


una perpendicular hasta RO, incidirá en BP entre B y P; incida 


en T. Y puesto que en una parábola la recta PF es paralela al ` 


diámetro RO, mientras que MT es perpendicular al diámetro y 
RM es igual al parámetro, está claro que RT, prolongada, forma 
ángulos rectos con KPQ; luego también con IS. Luego RT es 
perpendicular a la superficie del líquido, y las paralelas a RT 
trazadas por los puntos B, G, prolongadas, serán perpendicula- 
res a la superficie del líquido. 

Por consiguiente, la parte del segmento que queda fuera del 
líquido es llevada hacia abajo del líquido según la vertical tra- 
zada por el punto B, mientras que la parte que está dentro del 
líquido es desplazada hacia arriba según la vertical que pasa 
por G, y el segmento sólido APOL no permanecerá quieto, sino 
que se moverá dentro del líquido hasta que la recta NO esté ver- 
tical. 


PROPOSICIÓN 6 


Un segmento recto de un paraboloide cuando siendo más 
liviano que el líquido tenga el eje mayor que una vez y media el 
parámetro pero menor que la recta que guarde la proporción de 
quince a cuatro con él, depositado en el líquido de manera que 
su base esté en contacto con el líquido, no se mantendrá incli- 
nado de manera que su base esté en contacto con el líquido en 
un punto”. 


!$ Estudia el caso, para cualquier P, : P,(1, de que E) 32 p yE:p<15:4. 
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Sea un segmento como el que se ha dicho y, una vez deposi- 
tado en el líquido, esté, como se ha explicado, de modo que su 
base esté en contacto con el líquido en un punto, y cortado el 
segmento por el eje mediante un plano perpendicular a la super- 
ficie del líquido, sea la parábola APOL la sección en el segmen- 
to [Conoid. 11 a], AS la de 
la superficie del líquido, y 
sea NO el eje del segmento 
y diámetro (de la parábola), 
y córtese!* por el punto F de 
modo que OF sea el doble 
de EN y por el punto £2 de 
modo que NO guarde con 
FQ la proporción de quince 
a cuatro, y trácese QK per- 
pendicular a NO. Así, NO 
guarda una proporción mayor con F(2 que con el parámetro. 
Sea FB igual al parámetro, y trácese una recta PC paralela a AS 
y tangente a la parábola en el punto P y también una recta Pl 
paralela a NO. 

En primer lugar, corte la recta Pl a KQ. 

Puesto que en el segmento APOL, comprendido por una rec- 
ta y una parábola, hay una recta KH paralela a AL, una recta Pl 
paralela al diámetro y cortada por KQ y una recta AS paralela 
a la tangente en P, por fuerza la recta PI o bien guardará con PH 
la misma proporción que NO guarda con QO o bien una propor- 
ción mayor —esto se demostró en un lema!” — y QN es una vez 
y media QO; luego IP es una vez y media HP o es mayor que 
una vez y media; luego PH es el doble de HI o menor que el 
doble. Sea PT el doble de TI; entonces, el centro de gravedad de 
la parte que está en el líquido es el punto T; y una vez trazada 


16 «Córtese el diámetro», se entiende. 
1” Lema perdido para nosotros. HEATH (The works..., pág. 273) y VER 
EECKE (op. cit., págs. 432-433) ofrecen demostraciones del aserto. 
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'TF prolónguese, y sea el centro de gravedad de la parte gue está | 
fuera del líquido el punto G [Equil. plan. 18] y desde B trácese } 
la recta BR perpendicular a NO. Así, puesto que Pl es paralela i 
al diámetro NO mientras que BR es perpendicular al diámetro | 
y FB es igual al parámetro, está claro que FR, una vez prolon- į 
gada, forma ángulos iguales con la tangente a la parábola APOL i 
en el punto P; por lo cual también los formará con AS y con la | 


superficie del agua. Así, las paralelas a FR trazadas por T, G 


serán también perpendiculares a la superficie del agua, y la } 
magnitud del sólido APOL sumergida en el líquido será despla- i 
zada hacia arriba según la ver- | 
tical que pasa por T, mientras | 
que la parte fuera del líquido I 


será desplazada hacia dentro 


pasa por G. 


del líquido en un punto. 


semejante, 


PROPOSICIÓN 7 


El segmento recto de un paraboloide, cuando es más liviano 
que el líquido y tiene el eje mayor que una vez y media el pará- 
metro, pero menor que como para guardar con el parámetro la 


razón de 15 a 4, depositado en el líquido de manera que su base i 


entera esté en el líquido, nunca tomará una posición tal que su 


del líquido según la vertical que 4 


Luego el sólido APOL se $ 
dará la vuelta y su base no esta- | 
rá en contacto con la superficie 4 


De nuevo, si PI no cortara a 1 
la línea KQ, como se describe ' 
en la segunda figura, está claro 1 
que el punto T, que es el centro de gravedad de la magnitud su- 
mergida, caerá entre P e I, y lo demás se demostrará de manera į] 
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base esté en contacto con la superficie del líquido, sino que esta- 
rá entera en el líquido sin tocar en ningún punto la superficie’, 


Sea un segmento como el que se ha dicho y, una vez depo- 
sitado en el líquido como se ha indicado, esté en una posición 
tal que su base esté en contacto con la superficie del líquido. 

Se ha de demostrar que no estará quieto, sino que se volcará 
hacia arriba de tal manera que su base no toque en ningún pun- 
to la superficie del líquido. 

Una vez cortado mediante un plano perpendicular a la 
superficie del líquido, sea la sección la parábola ATIOA, y 
sea LA la sección de la superficie del líquido, y sea MIO el eje 
del segmento y diámetro?”, y de nuevo córtese TIQ, primero, 
por el punto P de modo que PIT sea el doble de PO y, luego, por 


€ 


el punto Q de manera que 110 guarde con PO la razón de 15 
a 4, y trácese QK perpendicular a Ho. Entonces PQ será 
menor que el parámetro. Tómese PH igual al parámetro, y 
trácense TO tangente a la parábola en el punto O y que sea 


18 Se trata de las mismas condiciones que en la proposición anterior para 
otra posición del segmento recto de paraboloide. 
1% «De la parábola», se entiende. 
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paralela a ZA y NO paralela a TO, y corte NO a KO, prime- 
ro, en el punto Í. 

De manera semejante a la proposición anterior se demostra- 
rá que NO o bien es una vez y media Ol o bien mayor que una 
vez y media. En efecto, Ol es menor que el doble de IN. Sea 
OB el doble de BN y constrúyase igual”, 

De la misma ma- 
nera se demostrará que 
PO forma ángulos rec- 
tos con TO y con la 
superficie del líquido 
y, una vez trazadas pa- 
ralelas a PO desde los 
puntos B, T, serán per- 
pendiculares a la su- 
perficie del líquido. 

Así pues, el seg- 
mento de fuera del lí- 
quido será desplazado 
hacia abajo en el líqui- 
do según la vertical que pasa por B, mientras que el que está en 
el líquido será desplazado hacia arriba según la vertical que 
pasa por T. Así pues, está claro que el sólido se inclinará de 
manera que su base no toque en ningún punto la superficie del 
líquido, puesto que ahora, (estando en contacto) en un punto se 
des(plaza hacia abajo), hacia el lado de A. 

Y está claro que si ON no corta a OK, se demostrará lo mismo. 


PROPOSICIÓN 8 


El segmento recto de paraboloide cuando tenga el eje ma- 
yor que una vez y media el parámetro pero menor que como 


2? Como en la proposición anterior, 362, 17 y ss.; cf. prop. 2, 350, 13 y SS. 
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para guardar con el parámetro la razón de 15 a 4, cuando el s 
peso guarde con el líquido una razón menor que la que guarda 
el cuadrado construido sobre el exceso en que el eje es mayor 
que una vez y media el parámetro con el cuadrado construido 
sobre el eje, depositado en el líquido de manera que su base no 10 
esté en contacto con el líquido, ni volverá a ponerse derecho ni 
permanecerá inclinado, a menos que su eje forme con la super- 


ficie del líquido un ángulo igual al que vamos a decir”. 


Sea un segmento como se ha dicho y sea BA igual al eje y 15 
BK el doble de KA, y KP igual al parámetro, y sea TB una vez 
y media BP y TA una vez y media KP, y la razón que guarda en 
peso el segmento con el líquido guárdela el cuadrado construi- 20 
do sobre PX” con el cuadrado construido sobre AB, y sea O 
(el doble de X. Así, es evidente que) ® X guarda con AB una 
razón menor que la que guarda TB con BA —pues TB es el 


exceso en que el eje es mayor que una vez y media el paráme- 


tro—, luego PX es menor que BT. De modo que también Des 370 


21 Se estudia el caso de que, por una parte, E > 3/2 p y E:p<I15:4 y, por 
otra, P, : P,<(E-3/2pY : E. 
22 Es decir, «sobre el segmento D + X», 
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menor que BP. Sea PY igual a Ọ, y trácese perpendicular a BA ; 
una recta “PE tal que el cuadrado construido sobre ella equival- . 
ga a la mitad del rectángulo comprendido por KP, BY y tráce- ' 


se BE. 
Se ha de demostrar que el segmento depositado en el líquido 


como se ha dicho tomará una posición inclinada de modo que su | 


eje forme con la superficie del líquido un ángulo igual al EBY. 


Deposítese en el líquido un segmento y no esté en contacto ! 
su base con la superficie del líquido y, si es posible, no forme el | 


eje con la superficie del líquido un ángulo igual al de vértice en 
B, sino, primero, mayor. 
Cortado el segmento mediante un plano que pase por el eje 


y perpendicular a la superficie del líquido, sea la parábola ' 
ATIOA su sección, y séalo ZE en la superficie del líquido, y sea ; 
el eje y diámetro” NO. Trácense también la recta [IY paralela | 
a ZE y tangente a la parábola ATIOA en el punto IT, la recta ' 
TIM paralela a NO y la recta TI perpendicular a NO, y sea OG : 


igual a BP y QO igual a PK y QH perpendicular al eje. 


Dado que se ha supuesto que el eje del segmento formaba . 
con la superficie del líquido un ángulo mayor que el de vértice | 


en B, está claro que el ángulo de vértice en Y del triángulo IIIY 


es mayor que el ángulo B; y el cuadrado construido sobre TIT, 


guarda con el cuadrado construido sobre IY una razón mayor 


que el cuadrado construido sobre EY con el cuadrado construi- 


do sobre “PB. Pero la razón que guarda el cuadrado construido so- 
bre TII con el cuadrado construido sobre IY es la misma que 
guarda la recta KP con la recta YI, mientras que la razón que guar- 
da el cuadrado construido sobre EY con el cuadrado construido 
sobre YB es la misma que guarda la mitad de la recta KP con 
la recta YB. Luego KP guarda con YI una razón mayor que la 
mitad de KP con “PB. Luego, por un lado, YI es menor que el 
doble de YB y, por otro, IY es el doble de OT; por tanto, Ol es 
menor que YB, de modo que IQ es mayor que PP; y YP es 


23 [Del segmento], 


SOBRE LOS CUERPOS FLOTANTES 225 


igual a Dd; luego IQ es mayor que O, Y dado que se ha supuesto 
que el segmento guardaba en peso con el líquido la misma ra- 
zón que el cuadrado construido sobre ®X con el cuadrado cons- 
truido sobre BA, y que la razón que guarda en peso el segmento 
con el líquido es la razón que guarda su parte sumergida con el 
segmento entero y, a la vez, que la razón que guarda la parte 
sumergida con el segmento entero es la que guarda el cuadrado 
construido sobre TIM con el cuadrado construido sobre ON, 
entonces la razón que guarda el cuadrado construido sobre PX 
con el cuadrado construido sobre BA es la misma razón que 
guarda el cuadrado construido sobre MIT con el cuadrado cons- 
truido sobre ON. Por tanto, PX es igual a TIM. Y se había de- 
mostrado que [TH era mayor que ®. Por tanto está claro que 
TIM es menor que una vez y media IH y que TIH es mayor 
que el doble de HM. Sea pues TIZ el doble de 7M; el centro de 
gravedad del sólido será el punto O, mientras que el centro 
de gravedad de la parte que está en el líquido será Z. Y el cen- 


tro de gravedad de la magnitud restante estará en la prolonga- 3 


ción de la recta que une ZO [Equil. plan. 18]. Prolónguese ha- 
cia T. 

Del mismo modo” se demostrará que OH es perpendicular a 
la superficie del líquido y que la parte del segmento que está 
dentro del líquido será desplazada hacia fuera del líquido según 
la perpendicular a la superficie del líquido trazada por Z, mien- 
tras que la parte de fuera del líquido será desplazada hacia den- 
tro según la trazada por T. Y el segmento no permanecerá quie- 
to según la inclinación supuesta. 

Ni tampoco volverá a ponerse derecho, 

Está claro por lo siguiente: puesto que de las verticales tra- 
zadas por los puntos Z, T, la trazada por Z cae hacia el lado de 
FZ en que está A, mientras que la que pasa por T cae hacia el 
lado en que está A, por lo indicado anteriormente está claro que 
el centro Z será desplazado hacia arriba mientras que el TP hacia 


24 Cf. prop. 4, 358, 22-24, 


yes 
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15 abajo. De modo que las partes de la magnitud entera que están 


20 


376 


La 


del lado de A serán desplazadas hacia abajo. 


Esto era útil para la demostración. 
De nuevo supóngase lo demás lo mismo, pero el eje del seg- 


mento con la superficie del líquido for(me un ángulo menor que 
el de vértice en B. 

Y) el cuadrado construido sobre ITI guarda con el construi- 
do sobre IY (una razón menor) que la del cuadrado construido 
sobre EY con el cuadrado construido sobre “YB. Por tanto tam- 
bién KP guarda con YI una razón menor que la que guarda la 
mitad de KP con PB. Luego IY será mayor que el doble de YB. 
Luego (21 es menor que “PP. Por consiguiente, IIH será menor 
que 06. Y MH es igual a PX. Por consiguiente, está claro que 
TIM es mayor que una vez y media IIH y que JIH es menor 
que el doble de HM. Sea TIZ el doble de ZM. De nuevo el pun- 
to O será el centro de gravedad de la figura entera, y Z el de la 
parte que está en el líquido. Una vez trazada ZO y prolongada, 
el (centro de gravedad de la parte que está fuera del líquido 
estará sobre la prolongación. Sea T y trácense per)pendicula- 
res a la superficie del líquido que pasen por los puntos Z, T, 
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paralelas a HO. Está claro que el segmento entero no permanece- 
rá quieto, sino que se inclinará de modo que el eje forme con la 
superficie del líquido un ángulo mayor que el que forma ahora. 


Puesto que el segmento no se mantendrá estable ni cuando 
el eje forme con el líquido un ángulo mayor que B ni cuando lo 
forme menor, está claro que se mantendrá estable cuando forme 
ese ángulo. 

Pues así IO será igual a YB y QI igual a YP y IIH igual a 6; 
por tanto, MIT es una vez y media IIH y HH el doble de HM. 
Luego el punto H es el centro de gravedad de la parte que está 
en el líquido, de modo que ésta será desplazada hacia arriba 
según la misma vertical por la que la parte exterior es desplaza- 
da hacia abajo; luego permanecerá quieta, pues ambas partes se 
empujan mutuamente en sentidos opuestos. 


PROPOSICIÓN 9 


El segmento recto de un paraboloide, cuando tenga el eje 
mayor que una vez y media el parámetro, pero menor que como 
para guardar” la razón de 15 a 4, y en peso guarde con el lígui- 
do una razón mayor que la que guarda el exceso en que es 
mayor el cuadrado construido sobre el eje que el cuadrado 
construido sobre el exceso en que el eje es mayor que una vez y 
media el parámetro con el cuadrado construido sobre el eje, 
depositado en el líquido de tal manera que su base entera esté 
en el líquido, si se pone inclinado ni irá a la posición en que su 
eje esté vertical ni permanecerá inclinado, a menos que su eje 


forme con la superficie del líquido un ángulo igual al tomado 


del mismo modo que en la proposición anterior”, 


23 ¿Con el parámetro», se entiende. 
2 Las condiciones propuestas son: E > 3/2p,E:p<15:4;P :P,>E?- 
(E-3N pP: P. 
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Sea un segmento como el que se ha dicho y póngase la recta 
AB igual al eje del segmento, y sea BK el doble de KA, y sea KP 


igual al parámetro y sea TB una vez y media BP, y la razón que ; 


guarda en peso el segmento con el líquido sea la que guarda el 
exceso en que excede 


sobre BA al cuadrado 
con el cuadrado cons- 
® el doble de X. 

el cuadrado construido 
sobre BA al construi- 


con el cuadrado cons- 


B Y RCK 


guarda el exceso en que excede el cuadrado construido sobre 
BA al cuadrado construido sobre PX con el cuadrado construi- 


do sobre BA —pues la recta BT es el exceso en que el eje del ` 


segmento es mayor que una vez y media el parámetro —. Por 
tanto, el cuadrado construido sobre BA excede al construido 
sobre ®X en una magnitud mayor que aquella en la que excede 
el cuadrado construido sobre BA al cuadrado construido sobre 
BT. De modo que PX es menor que BT; luego también 0 es 
menor que BP. 

Sea pues PY igual a D, y trácese perpendicular a BA la recta 
WE de modo que su cuadrado equivalga a la mitad del rectángu- 
lo comprendido por KP, YB. 

Digo que el segmento depositado en el líquido de manera que 
su base entera esté en el líquido estará en una posición tal que su 
eje forme con la superficie del líquido un ángulo igual a B. 

Deposítese pues el segmento como se ha dicho en el líquido 


el cuadrado construido | 
construido sobre PX y 
truido sobre BA, y sea | 
Está claro que el 
exceso en que excede 
do sobre BT guarda ' 


D truido sobre BA una ' 
razón menor que la que | 
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y no forme el eje con la superficie del líquido un ángulo igual a 
B, sino, primero, mayor. 

Cortado éste” mediante un plano perpendicular a la superfi- 
cie del líquido, sea la sección del segmento la parábola ATIOA 
[Con. esf. 11 a]; la recta TI, la de la superficie del líquido, y sea 
NO el eje” y diámetro, y córtese por los puntos Q, O, como 
antes”, y trácense también las rectas YII, paralela a TI y tan- 
gente a la parábola en el punto II, y ITIM” paralela a NO y PS 
perpendicular al eje. Así, puesto que el eje del segmento forma 
con la superficie del líquido un ángulo mayor que B, de modo 
semejante el ángulo SYP será mayor que el ángulo B [Elem. I 
29]; luego el cuadrado construido sobre PS guarda con el cua- 
drado construido sobre SY una proporción mayor que la que 
guarda el cuadrado construido sobre YE con el cuadrado cons- 
truido sobre WB”!; luego también KR guarda con SY una pro- 
porción mayor que la mitad de KR con YB; luego SY es menor 
que el doble de YB [£lem. V 10] y SO menor que YB; luego ZQ 
es mayor que PY y ITH mayor que d. Y puesto que el segmento 
guarda en peso con el líquido la misma razón que el exceso en 
que el cuadrado construido sobre BA es mayor que el cuadrado 
construido sobre PX con el cuadrado construido sobre BA y, 
por otro lado, la razón que guarda en peso el segmento con el 
líquido es la misma que guarda la parte sumergida del segmen- 
to con el segmento entero, está claro que la parte sumergida 
guardará con el segmento entero la misma razón que guarda el 
exceso en que excede el cuadrado construido sobre BA al cua- 
drado construido sobre PX con el cuadrado construido sobre 
BA. Por consiguiente, el segmento entero guardará con la parte 
de fuera del líquido la razón que guarda el cuadrado construido 


2 «El segmento», se entiende, 

28 [De la parábola). 

2 Cf. prop. 8 (370, 12) y ss. 

30 Para el texto que va de aquí a 382, 10 nos servimos de la versión latina de 
Guillermo de Moerbeke, 

3! Cf prop. 8 (370, 23 y ss.). 
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sobre BA con el cuadrado construido sobre PX. Y la razón que 
guarda el segmento entero con la parte de fuera del líquido es la 
que guarda el cuadrado construido sobre NO con el cuadrado 
construido sobre TIM. Luego MII es igual a DX. Y se ha de- 
mostrado que IH era mayor que ®. Luego MH es menor que 
X. (Por tanto, ITH es) mayor (que el doble) de (HM. Sea TIZ el 
doble de ZM y, una vez trazada ZO, prolónguese hacia T. 
Entonces © será el centro de gravedad del segmento entero, y el 
de la parte de fuera) del líquido será (Z, y el de la parte de dentro 
estará en la recta OT. Sea) T. 

(Del mismo modo que en las proposiciones anteriores” se 
demostrará que 0H) es perpendicular a (la superficie del líquido 
y que las líneas) trazadas (paralelas a OH pasando por Z, T} se- 
rán perpendiculares también ellas a la superficie del líquido. Por 
tanto, el segmento que queda por fuera del líquido será despla- 
zado hacia abajo según la vertical que pasa por Z, mientras que 
el de dentro será desplazado hacia arriba según la que pasa por 
T. Así, la figura entera no permanecerá sin inclinarse. Ni tampo- 
co se volcará lo de abajo arriba de modo que el eje quede per- 
pendicular a la superficie del líquido, puesto que la parte que 
está hacia (A será llevada hacia abajo, mientras que la parte que está 
hacia A será desplazada hacia arriba), por razonamientos análo- 
gos a los expresados en las proposiciones previas. 

Y si el eje forma con el líquido un ángulo menor que B, se de- 
mostrará de manera semejante a las proposiciones anteriores que 
el segmento no permanecerá quieto, sino que se inclinará hasta 
que el eje forme con la superficie del líquido un ángulo igual a B. 


PROPOSICIÓN 10 


El segmento recto de paraboloide, cuando, siendo más li- 
viano que el líquido, tenga un eje mayor que como para guar- 


2 CÉ prop. 4, 358, 17 y ss. 
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dar con el parámetro la razón de 15 a 4, depositado en el lígui- 
do de modo que su base no esté en contacto con el líquido, unas 
veces se quedará derecho y otras inclinado; a veces, inclinado 
de tal modo que su base esté en contacto con la superficie del 
líquido en un punto, y eso lo hará en dos inclinaciones, a veces, 
quedará inclinado de modo que de su base se moje un espacio 
mayor; a veces, inclinado de manera que su base no esté en 
contacto en ningún punto con la superficie del líquido. La ra- 
zón que guardará en) peso con el líquido cada uno de ellos se 
pondrá de manifiesto ahora”. 


Sea un segmen- 
to como se ha dicho 
y, cortado mediante 
un plano perpendi- 
cular a la superficie 
del líquido, sea la 
sección en super- 
ficie la parábola 
AHOA, y sea BA 
el eje” y diámetro 
de la parábola, y 
córtese BA por el 
punto K de modo 
que BK sea el doble y 
de KA, y por el pun- N 
to T de manera gue 
AB guarde con KT la razón de 15 a 4. Es evidente que KT es 
mayor que el parámetro. Sea KP igual al parámetro, y sea PE la 
mitad de BP; y 2B es una vez y media BP. Una vez trazada AB 


4 12 V PD 1 Z 


Ó 
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ve wi 


3 La proposición contempla seis casos —cuyos enunciados se completan 
más adelante (390, 9-393, 2) — que tienen en común la condición de que E : p > 
15 : 4. 

% «Del segmento», se entiende, 
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y construida la perpendicular TES, trácese EZ paralela a BA, y 
cortada de nuevo por la mitad la recta AB por el punto O, tráce- 


se OH paralela a BA, y tómese la parábola AEI de diámetro EZ ` 


y la parábola AGA de diámetro OH de modo que las parábolas 
AEI, AGA sean semejantes a la parábola ABA. La parábola 


AEI se describirá pasando por K, y la perpendicular trazada | 


desde P a BA cortará a la parábola AEI. Córtela en los puntos Y, 
T y por los puntos Y, T trácense las rectas YX, TN paralelas a 


BA, y corten éstas a la parábola AGA en los puntos Z, O, y ` 


trácense IT¥, OG tangentes a la parábola ATIOA en los puntos 
O, TI. Así, han sido dados tres segmentos, ATIOA, AEI, AGA, 
comprendidos por rectas y parábolas, rectos y semejantes, pero 


desiguales, y de cada base se han tomado las rectas NE, NT, | 
NO, trazadas a partir de N; por tanto, OT guardará con TZ la | 
razón compuesta de la que guarda IA con AA y la que guarda | 
AA con Al. Y Al guarda con AA la razón de dos a 5, pues como | 


dos a 5 son TB a BA, y también EB a BA y AZ a AA; y AL AA 


son el doble de éstas*, Y AA guarda con Al la razón de cinco a ' 


1, y la razón compuesta de la que guarda dos con 5 y de la que 
guarda cinco con uno es la misma que la que guarda dos con 1; 
luego OT es el doble de TZ. Por la misma razón también IY es 
el doble de T6. Y puesto que AY es una vez y media KP, es 
evidente que BZ es el exceso en que el eje es mayor que una vez 
y media el parámetro. 


Así, si el segmento guarda en peso con el líquido la razón 
que guarda el cuadrado de lado BE con el cuadrado de lado BA 
o una razón mayor que ésa, si se deposita el segmento en el lí- 
quido de modo que la base del segmento no esté en contacto 
con el líquido, se mantendrá derecho”, 


3 «Perpendicular a BA», se entiende (el punto T aparece en la figura, que lleva 
letras latinas, como C), El punto T se ha tomado de modo que AB : KT :: 15: 4. 

35 «El doble de AZ y AA» respectivamente, se entiende. 

* Primer caso: P : P,=(E- 3/2 p} : E. 
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Pues se ha demostrado antes [Prop. 4] que” un segmento 
con el eje mayor que una vez y media el parámetro, si guarda en 
peso con el líquido una razón no menor que la que guarda el 
cuadrado construido sobre el exceso en que el eje es mayor que 
una Vez y media el parámetro con el cuadrado construido sobre 
el eje, depositado en el líquido de la manera que se ha dicho, se 
mantendrá derecho. 


Y cuando el segmento guarde en peso con el líquido una 
razón menor que la que guarda el cuadrado construido sobre 
ZB con el cuadrado construido sobre BA, pero mayor que el 
cuadrado construido sobre OZ con el cuadrado construido 
sobre BA, si se lo deposita inclinado en el líquido de tal manera 
que su base no esté en contacto con el líquido, tomará una po- 
sición inclinada de tal manera que su base no toque la superfi- 
cie del líquido en ningún punto y su eje forme con la superficie 
del líquido un ángulo mayor que el de vértice en €. 


Si el segmento guarda en peso con el líquido la razón que 
guarda el cuadrado construido sobre ZO con el cuadrado 
construido sobre BA, depositado en el líquido inclinado de tal 
manera que su base no esté en contacto con el líquido, se man- 
tendrá inclinado de manera que su base toque en un punto la 
superficie del líquido y su eje forme con la superficie del líquido 
un ángulo igual al de vértice en GQ, 


Y si el segmento guarda en peso con el líquido una razón 
menor que la que guarda el cuadrado construido sobre ZO con 
el cuadrado construido sobre BA, pero mayor que la que guar- 
da el cuadrado construido sobre 11D con el cuadrado construi- 
do sobre BA, depositado en el líquido y puesto inclinado de 


* [si]. 
Y Segundo caso: OR? : £2“ P: P < (E-332 pP : E. 
40 Tercer caso: P, : P, :: ZO? :E?. 
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manera que su base no esté en contacto con el líquido, se man- 


tendrá inclinado de modo que su base sea cortada por el liqui- | 


do en un espacio mayor". 


Y si el segmento guarda en peso con el liquido la razón que 


guarda el cuadrado construido sobre ITỌ con el cuadrado . 


construido sobre BA, depositado en el líquido y puesto inclina- 


do de manera que su base no esté en contacto con el líquido, se ' 
mantendrá inclinado de manera que su base esté en contacto 
en un punto con la superficie del líquido y su eje forme un án- 


gulo igual al de vértice en Y”. 


Y si el segmento guarda en peso con el líquido una razón 
menor que la que guarda el cuadrado construido sobre [I con 
el cuadrado construido sobre BA, depositado en el líquido y 
puesto inclinado de manera que su base no esté en contacto con 
el líquido, se mantendrá inclinado de tal manera que su eje for- 
me con la superficie del líquido un ángulo menor que Y y que 


su base no esté en contacto en ningún punto con la superficie 
del líquido”. 


Esto se demostrará a continuación: 


En primer lugar“, guarde el segmento en peso con el líquido 
una razón mayor que la que guarda el cuadrado construido so- 
bre ZO con el cuadrado construido sobre BA, pero menor que 
la que guarda el cuadrado construido sobre el exceso en que el 
eje es mayor que una vez y media el parámetro con el cuadrado 
construido sobre BA, y supóngase construida la figura anterior” 


4l Cuarto caso: AB: E < P: P, < ZO? : P. 


42 Quinto caso: P, : P, :: 710: E. 

% Sexto caso: P, : P, < IIO.: F. 

44 Comienza aquí la demostración del segundo caso. 
45 Cf. la figura de la pág. 231. 
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y la razón que guarda en peso el segmento con el líquido sea la 
que guarde el cua- 
drado construido so- 
bre Y con el cuadra- 
do construido sobre 
BA. Y Y es mayor 
que ZO, pero menor 
que el exceso en que 
el eje es mayor que 
una vez y media el y 
parámetro. Insértese 
entre las parábolas 
AHOA, AZA“ una 


A D FA 


recta NO igual a Y y G 

corte esa misma rec- 

ta a la parábola restante en el punto 72, y a la recta Rc en el 
punto B”. 


Se demostrará que O7 es el doble de WN como se demos- 
tró que Mc era el doble de çX”, y desde O trácese una recta OG 
tangente a la parábola APOL, una recta OC perpendicular a 
BD y trácese una recta uniendo A con N; entonces AN, QN 
serán iguales, pues dado que en los segmentos semejantes 
APOL, AXD han sido trazadas AN, AQ desde las bases hasta 
las parábolas formando ángulos iguales con las bases, las rec- 
tas QA, AN guardarán la misma razón que LA, AD según la 
construcción de la segunda figura; luego AN es igual a ON y 
paralela a OG. 

Se ha de demostrar que, depositado en el líquido de modo 
que su base no esté en contacto en ningún punto (con el líqui- 
do, se mantendrá inclinado de modo que su base no esté en 
contacto en ningún punto con la superficie del líquido y) el eje 


46 El largo pasaje que sigue (394,13-399, 6) procede de la versión latina de 
Moerbeke. 
8 Cf. 390, 4. 
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forme con la superficie del líquido un ángulo agudo mayor 
que G”, 

Deposítese, pues, y esté en una posición tal que su base esté 
en contacto con la superficie del líquido en un punto, y cortado 
el segmento mediante un plano que pase por el eje y perpendi- 
cular a la superficie del líquido, sea la sección del segmento la 
parábola APOL [Con. esf. lla] y la de la superficie del líquido 
la recta OA, y sea BD el eje* y diámetro, y córtese BD por los 

E puntos K, R, según se ha dichoó", 
y trácese también PG paralela a 
la recta AO y tangente a la pará- 
bola APOL en el punto P, y la 
recta PT paralela a BD y la recta 
PS perpendicular a BD. 

Puesto que el segmento guar- 
da en peso con el líquido la mis- 
ma razón que el cuadrado cons- 
e tmido sobre ¥ con el cuadrado 

construido sobre BD y, por otro 
lado, la razón que guarda el segmento con el líquido es la que 
guarda la parte sumergida con el segmento entero [Prop. 1] y la 
que guarda la parte sumergida con el segmento entero es la que 
guarda el cuadrado construido sobre TP con el cuadrado construi- 
do sobre DB [Con. esf. 24], entonces ¥ será igual a TP. Y por 
tanto NO es igual a TP; por lo cual los segmentos APQ, APO son 
iguales [Con. esf. 24]. Puesto que OA, AQ han sido trazadas en los 
segmentos iguales y semejantes APOL, AMQL desde los extre- 
mos de sus bases y los segmentos cortados forman con los diáme- 
tros ángulos iguales según la construcción de la tercera figura”, 


# Este ángulo es denominado Y en la primera figura de la ilustración, 

2 [De la sección]. 

59 Es decir, «de modo que BK sea el doble de KD y que DB guarde con KR 
la proporción de 15 a 4»; cf. más atrás 386, 12 y ss, 

51 Se refiere a la figura de esta página. 
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entonces los ángulos de vértice en G, G son iguales. Por tanto, 
GB, GB son iguales; por lo cual también SR es igual a CR, PZ 
igual a OB” y ZT a B'N. Y dado que OB” es menor que el doble 
de B'N, está claro que PZ es menor que el doble de ZT. Sea pues 
PQ el doble de OT y una vez trazada KQ prolónguese hasta E. 
Entonces K será el centro de gravedad de la figura entera y Qel 
centro de la parte que está dentro del líquido, y el de la parte que 
queda fuera estará en la línea KE; y sea E [Equil. plan. 18]. Por 
otro lado, KZ será perpendicular a la superficie del líquido; 
por lo cual lo mismo sucederá con las paralelas a KZ traza- 
das por los puntos E, £2. Luego el segmento no permanecerá 
quieto, sino que se inclinará de modo que su base no esté en 
contacto con la superficie del líquido en ningún punto, dado que 
ahora está inclinada y está en contacto con ella en un punto. 

Luego es evidente que el segmento quedará estable de ma- 
nera que su eje forme con la superficie del líquido un ángulo 
mayor que 4, 


Y guarde en peso 4 D I E 
el segmento con el 
líquido la razón que 
guarda el cuadrado 
construido sobre XO 
con el construido so- 
bre BD, y póngase en 
el líquido inclinado 
de este modo”. 

Cortado median- 
te un plano que pase 
por el eje y perpen- 
dicular a la superfi- 
cie del líquido, sea p 
la sección del sólido 


% Demostración del tercer caso. Como en la figura de la pág. 238. 
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la parábola APOL y OI la de la superficie del líquido, y sea | 


BD el eje del segmento y diámetro de la sección, y córtese BD 


como antes” y trácese PN paralela a IO y tangente a la pará- i 


bola en el punto P, y sea PT paralela a BD y PS perpendicular 
a BD. 


Se ha de demostrar que el segmento no permanecerá incli- ' 
nado así, sino que se inclinará hasta que su base esté en contac- | 


to en un punto con la superficie del líquido. 


Constrúyase lo que se dispuso en la figura anterior’ y trá- ! 


cese CO perpendicular a BD y, una vez trazada AX, prolón- 
guese hasta Q; entonces AX será igual a XQ; y trácese OG 
paralela a AQ. 

Y dado que se supone que el segmento guarda en peso con el 
líquido la razón que guarda el cuadrado construido sobre XO 
con el cuadrado construido sobre BD, también el segmento su- 
mergido guarda esta razón con el segmento entero [Prop. 1], esto 
es, la del cuadrado construido 
sobre TP con el cuadrado cons- 
truido sobre BD [Con. esf 24] 
y PT será igual a XO. Y puesto 
que los diámetros de los seg- 
mentos IBO, ABQ son iguales, 
también lo serán los segmen- 
tos [Con. esf. 24]. De nuevo, 
puesto que en los segmentos 
iguales y semejantes APOL, 
AOQL han sido trazadas las 
rectas AQ, IO, que cortan segmentos iguales, pero uno desde el 
extremo de la base y otro no desde el extremo, está claro que 
forma con el diámetro del segmento entero un ángulo agudo 
menor la que ha sido trazada desde el extremo de la base. Y pues- 


% Es decir, de tal modo que BK =2 KD y que DB : BR :: 15:4 (cf más atrás 


386, 12 y ss.), 
5 La de la pág. 235. 
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to que el ángulo de vértice en G es menor que el de vértice en N, 399 
BC es mayor que BS, mientras que CR es menor que RS; por 

lo cual también OG es menor que P®, (y GX) mayor que AT. 

Y puesto que OS es el doble de GX, es evidente que P7% es ma- 
yor que el doble de WT. Sea pues PH el doble de HT* y trácese s 
HK y prolónguese hasta £2. El punto K será el centro de grave- 10 
dad del segmento entero y H el de la parte que está en el líquido, 

y el de la parte de fuera estará en la recta KQ. Sea Q. 

De la misma manera” se demostrará que la recta K% es per- 15 
pendicular a la superficie del líquido y que también lo son las 
paralelas a K% que pasan por los puntos H, Q. Así, es evidente 
que el segmento no permanecerá quieto, sino que se inclinará 400 
hasta que su base esté en contacto en un punto con la superficie 
del líquido, como” se demos- 
trará sobre la tercera figura* 
tal y como se expresa en el ter- 
cer teorema”, y el segmento 
permanecerá en esa posición. 

En los segmentos iguales 
APOL, AOQL* habrán sido 
trazadas desde los extremos 
de sus bases las rectas AQ, 
AO, que cortan (segmentos) 
iguales; de manera semejante 
alo anterior?! se demostrará que APO es igual a APO; por tanto 
AO, AQ formarán ángulos agudos iguales con los diámetros de 
los segmentos, puesto que los ángulos de vértice en N, € son 15 


5 


55 Volvemos a contar con texto griego a partir de este punto. 

36 Cf prop. 4 (358, 17 y ss.). 

5 De 400, 6 a 400, 24, laguna en la lectura de Heiberg, colmada con el 
texto latino de Moerbeke. 

% La de esta página. 

5% Enunciado en 390, 31 y ss. 

$ Cf. figura de la pág. 237. 

ê! Cf. 396, 24 y ss. 
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iguales [Elem. 129]. Y (sea P% el doble de) AT, una vez traza- 
da la recta WK y prolongada hasta Q, el punto K será el centro 
de gravedad del segmento entero, 72 el de la parte del segmento 
que está dentro del líquido, y el de la parte que queda fuera es- 
tará en la línea KQ; y sea Q [Equil. plan. 18]. Y a la superficie 
(del líquido le es perpendicular) K 792“: Así, la parte que está en 
el líquido será desplazada hacia arriba y la (que está fuera) será 
desplazada hacia abajo según la misma recta. 

Luego permanecerá quieto (el segmento y) la (base estará 
en contacto en un punto con la) superficie del líquido, y el eje 
(del segmento) formará con la superficie del líquido un ángulo 
igual al descrito anteriormente. 


De nuevo*, guarde en peso el segmento con el líquido una 
proporción menor que la que guarda el cuadrado construido sobre 
NT“ con el cuadrado construido sobre BD, y la razón que guarda 
en peso el segmento con el líquido sea la que guarda el cuadrado 
construido sobre Y (con el cuadrado construido sobre BD). 

Entonces Y es menor que TN. Insértese entre los segmentos 
AMD, APOL una recta Pl paralela a BD que, prolongada, sea 
igual a Y; corte a la parábola intermedia en el punto Y, y a la 
recta XR en el punto H. Que TIY es el doble de YI se demostrará 
como se demostró que FO era el doble de FX65. Trácese la recta 
TIQ tangente a la parábola ATIOA en el punto II y la recta TIE 
perpendicular a BA, y una vez trazada IA (prolónguese) has- 
ta X. La recta Al será igual a IX y la AX paralela a TIQ. 

Se ha de demostrar que el segmento, depositado en el líqui- 
do e inclinado de tal modo que su base no esté en contacto con 


$2 A partir de este punto contamos de nuevo con texto griego. 

& Demostración del sexto caso. Este párrafo, ilegible (hasta 402, 2) para 
Heiberg en el palimpsesto, procede de nuevo de la versión latina de Moerbeke. 

& La recta que aparece como NT en la figura de la pág. 24] es la misma que 
PF (o sea, II®) en la figura de la pág. 231. 

65 Cf. más atrás, 388, 1-390, 4. 
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el líquido, permanecerá inclinado de modo que su eje forme con 
la superficie del líquido un ángulo (menor que ® y su base no 
estará en contacto en ningún punto con la superficie del líquido. 


Deposítese, pues, en el líquido y esté en una posición tal que 15 


su base) esté en contacto en un punto con la superficie del líqui- 
do, y una vez cortado el segmento mediante un plano perpendi- 
cular a la superficie del líquido y que pase por el eje, sea la 


sección de la superficie del segmento la parábola AHBA, y 20 
la recta AZ la de la superficie del líquido y sea el eje“ y diáme- 404 


tro de la sección la recta BA, y córtese BA por los puntos K, P 
de modo semejante a lo anterior”, y trácese HI paralela a AZ y 5 
tangente a la parábola en el punto H, y trácese, por otra parte, 
HT paralela a BD y HS perpendicular a BD. 


6 «Del segmento», se entiende. 

$ Cf. más atrás 386, 12 y ss.: los puntos K, R han de estar situados de tal 
modo que BK = 2 KD y que DB : BR :: 15:4. i 

A partir de aquí y hasta 405, 15 dependemos de nuevo del texto latino de 
Moerbeke. 
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Así, puesto que el segmento guarda en peso con el líquido la | 
razón que guarda el cuadrado construido sobre Y con el cuadra- | 
do construido sobre BD, y, a la vez, el segmento guarda en peso 


con el líquido la razón que guarda el cuadrado construido sobre | 


HT con el cuadrado construido sobre BD, por las mismas razo- 
nes que en lo anterior**, está claro que HT es igual a Y [Elem. V . 
9]; por lo cual también los segmentos AHZ, APO son iguales | 
[Con. esf, 24]%. Y puesto que en los segmentos iguales y seme- | 


jantes APOL, AHZL se han trazado desde los extremos de sus | 
bases las rectas AQ, AZ que cortan segmentos iguales, está cla- | 
ro que formarán ángulos iguales con los diámetros de los seg- ; 


mentos. Entonces también son iguales los ángulos con vértice 


en I, Q de los triángulos HIS, PQE; (por tanto,) también serán : 
iguales SB, EB; por lo cual también serán iguales SR a ER y H7 | 
a PH y AT a HT”. Y puesto que PY es el doble de YI, está claro | 
que H7 es menor que el doble de 75T. Sea una recta HY que sea i 


el doble de YT y, una vez trazada, trácese YKC; entonces, los 


centros de gravedad son K el del segmento entero e Y el de la ` 
parte de dentro del líquido; y el de la parte de fuera está en ¡ 


$ Prop. 1; cf. 396, 19 y ss. 
© Cf. la figura de la pág. 241. 
7 Cf. más atrás 397, 1 y ss. 
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la línea KC, y sea C [Equil. plan. 1 8]. Y por el teorema prece- 
dente”! será evidente que el segmento no permanecerá quieto, 
sino que se inclinará de modo que su base no toque la superficie 
del líquido en ningún punto. 


Y se demostrará que quedará en una posición tal que su eje 
forme con la superficie del líquido un ángulo menor que ®. 

Quede, si es posible, en una posición tal que forme un ángu- 
lo no menor que el ángulo O, y lo demás constrúyase igual que 
en la tercera figura”. 

Se demostrará del mismo modo que OH es igual a Y”; de 
modo que también es igual a III. Y puesto que el ángulo A no 
es menor que el ángulo ®, entonces tampoco IB es mayor que 
ÈB, ni PP menor que XP ni H7) menor que OG. Y puesto que III 
es una vez y media IY, que HY es menor que OS, que HO es 
igual a HI y que H no es menor que OG, WH será mayor que 
HY. Luego H7 es mayor que el doble de 720. Sea HY el doble 
de TO, y una vez trazada YK, prolónguese. De manera seme- 
jante a lo anterior”, es evidente que el segmento no permanece- 


7l Cf. más atrás, 397, 9 y ss. 
2 Cf. la figura de la pág. 236. 
73 Cf. más atrás, 396, 24 y ss. 
74 Cf. más atrás, 397, 6 y ss. 
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rá quieto, sino que se inclinará de modo que su eje (forme un 
15 ángulo menor que 9) con la superficie del líquido. 


Se demostrará también de manera semejante” (que) si el 


segmento guarda en peso con el líquido la misma razón que 


el cuadrado construido sobre NT con el cuadrado construido 


sobre BD, depositado en el líquido de manera que su base no ¡ 


20 esté en contacto con la superficie del líquido, se mantendrá in- 
clinado de manera que su base esté en contacto con la superficie 
del líquido en un punto, y que su eje formará con la superfi- 
cie del líquido un ángulo igual al ángulo de vértice en O. 


Sea de nuevo”? un segmento que guarde en peso con el líqui- 
do una razón mayor que la que guarda el cuadrado construido | 
25 sobre ZIT con el cuadrado construido sobre BA, pero menor | 
que la que guarda el cuadrado construido sobre ZO con el cua- | 
drado construido so- - 


Ei iú Z bre BA, y guarde el 


sobre Y con el cua- 
drado construido so- 
bre BA la razón que 
guarda en peso el 


quido. Es evidente 
que Y es mayor que 


s a BA, que corte a la parábola de en medio en el punto Y. De 


75 Demostración del quinto caso. 
76 Pasa ahora a demostrar el cuarto caso. 
7 [Segmentos]. 


cuadrado construido | 


segmento con el lí- I 


ZII pero menor que ! 
ZO [Elem. Y 10]. 

Insértese en el espa- i 
cio entre los” AZA y ATTOA una recta OI, igual a Y y paralela ¿ 
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nuevo se demostrará que DY es el doble de YI como se demos- 
tró que OT es el doble de ST”. Desde 0 trácese PQ tangente al 
segmento ATIOA en el punto 6. De la misma manera que en lo 
anterior”? se demostrará que Al es igual a XI y que AX es para- 
lela a DO, 

Se ha de demostrar que si se deposita el segmento en el lí- 10 
quido de modo que su base no esté en contacto con la superficie 
del líquido y se pone inclinado, se inclinará de modo que su 
base sea cortada por el líquido en un espacio mayor. 

Deposítese, pues, en el líquido, como se ha dicho, y esté 15 
primero inclinado de tal modo (que su base en ningún punto) 
esté en contacto con la superfi- 
cie del líquido, y una vez corta- 
do mediante un plano que pase 
por el eje y perpendicular a la 
superficie del líquido, en la su- 
perficie del segmento resulta 
como sección la parábola ABT y 
en la del líquido la recta EZ, y 
sea BA el eje® y diámetro*', y 
córtese BA por los puntos K, P 
de modo semejante a lo ante- 
rior%?, y trácense también la recta 
HA paralela a EZ y tangente a la sección** ABT en el punto H, 410 
la recta HO paralela a BA y la recta HZ perpendicular a BA. 

Puesto que el segmento guarda en peso con el líquido la ra- 
zón del cuadrado construido sobre “Y con el cuadrado construi- 
do sobre BA, es evidente que Y es igual a HO, pues se demos- 5 


78 Cf. más atrás, 390, 4 y ss, 

79 Cf. más atrás, 395, 7 y ss. 

80 [De la sección]. 

èl [Del segmento]. 

82 Cf. de nuevo más atrás, 386, 12 y ss.: los puntos K, R han de estar situa- 
dos de tal modo que BK = 2 KD y que DB: BR :: 15:4. 

83 [Trazada desde]. 


un 
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trará de la misma manera que en lo anterior**. De modo que HO | 
también es igual a DI y, por tanto, los segmentos ADX, EBZ 
son iguales entre sí. Y puesto que en los segmentos iguales y 
semejantes AIIOA, ABT han sido trazadas las rectas AX, EZ 
que cortan segmentos iguales, y una de ellas desde el extremo; 
de la base, la otra no desde el extremo, la que ha sido trazada 
desde el extremo de la base formará con el diámetro del seg- 
mento un ángulo agudo menor. Y puesto que el ángulo A del; 
triángulo HAZ es mayor que el ángulo Q del triángulo DT2,' 
está claro que Bc es menor que BT, que cP es mayor que PT! 
y que H3 es mayor que DH. Por tanto AO es menor que HI, 
Y puesto que OY es el doble de YT, es evidente que H72 es ma-' 
yor que el doble de (7306. Sea HA? el doble) de A 6. A partir de 
esto, está claro que el segmen- 
to no permanecerá quieto, sino: 
que se inclinará hasta que su, 
base toque en un punto la su-' 
perficie del líquido. 

Tóquela en un punto como 
se dibujó en la tercera figura?, 
y lo demás constrúyase igual. | 

De nuevo se demostrará que ; 
OH es igual a Pl y que los seg- | 
mentos ADX, ABZ son iguales . 
entre sí. Y puesto que en los segmentos iguales y semejantes | 
ATIOA, ABT han sido trazadas las rectas AX, AZ que cortan 
segmentos iguales, forman ángulos iguales con los diámetros 
de los segmentos. Por tanto, los ángulos de vértice en A, Q de 
los triángulos AHZ, ®TQ son iguales, y la recta BY es igual a 
la BT, y la recta XP igual a la PT y la recta H igual a la OH 
y la recta “90 igual a la HI. Puesto que DY es el doble de YI, | 


84 Cf. más atrás, 396, 15 y ss. 
85 «La tercera figura pertinente a este caso», se entiende; se refiere a la de ' 
esta página. 
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está claro que H® es mayor que el doble de 7206. Sea pues HR 
el doble de RO. Y de nuevo, a partir de esto, está claro que el 
segmento no permanecerá quieto, sino que se inclinará hacia el 
lado de A. Dado que se había supuesto que el segmento estaba 
en contacto con el líquido en un punto, está claro que la base 
estará comprendida por el líquido en un espacio mayor“. 


* El ms. que contiene la traducción de Moerbeke continúa con el siguien- 
te colofón: «Aquí concluye el libro segundo de los Cuerpos sumergidos en un 
líquido de Arquímedes. Su traducción se completó el día diez de diciembre del 
año del Señor de 1269», 
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STOMACHION 


INTRODUCCIÓN 


Al igual que ocurría con el Método, la tradición nos había 
conservado memoria del título de este escrito. En textos del 
poeta Ausonio y de los gramáticos Ennodio, Atilio Fortunacia- 
no y Mario Victorino’ se mencionaba un loculus archimedius 
compuesto de «catorce láminas de marfil incluidas en una for- 
ma cuadrada»; Atilio Fortunaciano afirma que «solía aprove- 
charnos muchísimo para reforzar la memoria cuando éramos 
niños», y otros de los autores indican que las láminas podían 
utilizarse para componer con ellas diversas figuras —de nave, 
de espada, de arbolillo, de casco, de puñal, de columna...—. 
A falta de más testimonios, parecía que se trataba de una espe- 
cie de rompecabezas o puzzle, un juego infantil que los antiguos 
usaran como estímulo de la imaginación o de las capacidades 
de intuición espacial, del que Arquímedes hubiera hecho mate- 
ria para la investigación matemática, pero sin que supiéramos 
exactamente en qué sentido. En 1899, el orientalista Suter dio a 
conocer en traducción alemana un pasaje, conservado sólo en 
árabe”, en el que, bajo el título Sobre la división de la figura 


1 Todas estas noticias son casi coincidentes en el tiempo, pues Ausonio y 
Mario Victorino vivieron en el siglo IV; para Atilio Fortunaciano, aunque su 
datación es incierta, suele proponerse una fecha no muy anterior; Ennodio es- 
tuvo activo en el primer cuarto del siglo v. " 

2 En Abhandlungen zur Geschichte der Mathematik YX (1899) 491 y ss.; el 
texto se conserva en dos códices de Berlín (Mf. 258 y Ma. 559), en el Bodleia- 
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Stomachion? en catorce figuras que guardan relación con ella, 
en una única proposición se resuelve la división de un rectángu- 
lo, con un lado doble del otro, en siete partes conmensurables 
con la figura completa, de dos maneras distintas, y con ello la 
división en catorce partes del cuadrado formado por dos rectán- 
gulos iguales, todas ellas conmensurables con dicho cuadrado. 

El descubrimiento del palimpsesto de Jerusalén sacó a laj 
luz, en estado especialmente lacunoso, ciertos pasajes en grieg 
— ue no conservan el dialecto dorio original — en los que lee- 
mos una breve presentación del tratado, homogénea en estilo 
con las que anteceden a otras obras de Arquímedes, parte del; 
desarrollo de un primer teorema — de carácter propedéutico, 
según afirma el propio Arquímedes— y, por último, la p 
correspondiente al trazado de la figura de un segundo teorema; 
que parece ocuparse de la división de un cuadrado en cinco! 
partes conmensurables con la figura completa de dos maneras’ 
distintas, con lo que se obtiene la división en diez partes del 
rectángulo formado por los dos cuadrados así divididos. à 

Heiberg entendía que el tratado podía tener por tema el es-* 
tablecimiento de la conmensurabilidad entre las piezas del jue- 
go y el cuadrado que se podía obtener con ellas y, basándose en: 
la noticia de los gramáticos latinos, pensaba que la proposición 
conservada en árabe —la división de una figura en catorce par- 


no 960 y en otro códice del Instituti rerum Indiae Londinensis. Suter preparó' 
su versión a partir de los códices de Berlín. 

3 El significado exacto del nombre Stomachion es una de las cuestiones fi- 
lológicas pendientes; las fuentes latinas no emplean un nombre específico para | 
designarlo, y por los textos griegos no podemos saber mucho más, ya que el 
término stomáchion, prácticamente un hápax, es un diminutivo de stómachos 3 
(«orificio, estómago, garganta, parte de atrás del cuello»); stómachos, a su vez, 
deriva de stóma («boca»). El significado literal de stomáchion podría ser, por 
tanto, «huequito, boquilla», pero no se ve qué relación puedan tener estos tér- ` 
minos con el contenido del juego. No parece del todo convincente la interpre- 
tación de Netz, «dolor de estómago», como si fuera derivado de stomachikós,' 
que no sólo significa «dolor de estómago», sino también «bueno para el estó- 
mago». Más sobre el nombre en Hermes XLII, pág. 240 y ss. i 
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tes— podía ser la proposición última del tratado. A pesar de esa 
afirmación, reconoce que alguna de las expresiones del pasaje 
introductorio le producían perplejidad*, También Dijksterhuis 
manifestaba su desconcierto”: «no puede asegurarse si el resul- 
tado (scil., el que se obtiene en el fragmento en árabe) era el 
pretendido o si desempeñaba algún papel y, en ese caso, cuál, 
en la investigación tal como fue anunciada». 

El estado de la cuestión ha dado un vuelco importante gra- 
cias a los estudios que se vienen llevando a cabo desde la recu- 
peración del palimpsesto. El artículo publicado por Netz, Acer- 
bi y Wilson! sugiere que el Stomachion podría ser un estudio 
sobre un problema de combinatoria: el número de maneras po- 
sibles en las que puede formarse un cuadrado a partir de catorce 
figuras dadas. Los autores basan su hipótesis en los siguientes 
argumentos principales: aunque se creía que no existía una 
combinatoria griega, una anécdota relatada por Plutarco da tes- 
timonio de los conocimientos de combinatoria de Hiparco”; 
además, en el pasaje II 416, 16 —que Heiberg dio por ilegi- 


4 Concretamente donde Arquímedes habla de la transposición y sustitución 
de las partes; lo que Heiberg dice, literalmente, es: «Lo que se pretenda con 
esto es cosa bastante oscura» (Quod haec sibi velint, satis obscurum est). 

5 Op. cit., págs. 408-409 y otra vez en la pág. 412. 

$ «Towards a Reconstruction of Archimedes’ Stomachion», Sciamvs 5 
(2004), 67-99. 

7 La anécdota, que figura en Plutarco (De stoicorum repugnantiis 1047c-e 
y Quaestiones convivales VIII 9, 732 f), nos transmite unos cálculos de Hipar- 
co en los que éste determina el número de conjunciones que la lógica estoica 
permite formar con diez asertos sin negación (103049) o con ella (310954). 
Los artículos de Stanley («Hipparchus, Plutarch, Schróder, and Hough», The 
American Mathematical Monthly 104 [1997], 344-50) y Habsieger, Kazarian y 
Lando («On the Second Nomber of Plutarch», The American Mathematical 
Monthly 105 [1998], 446) han puesto de relieve el significado combinatorio de 
esos resultados; el contexto filosófico y matemático en que Hiparco pudo desa- 
rrollar sus cálculos ha sido puesto de relieve por Acerbi («On the shoulders of 
Hipparchus. A Reappraisal of Ancient Greek Combinatorics», Archive for His- 
tory of Exact Sciences 57 [2003], 465-502). 
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ble— ha podido leerse la expresión «multitud de figuras», lo 


que les lleva a considerar que el tratado versa sobre el número : 


de maneras en que pueden disponerse las catorce piezas del 
stomachion manteniendo la figura global de un cuadrado; en 
tercer lugar, el hecho de que el camino seguido por Arquímedes 
en el Stomachion pudo muy bien ser el mismo que empleó para 


probar la existencia de los trece sólidos semirregulares!: «el es- | 
tudio, en términos generales, de ciertos condicionamientos en | 


las posibles combinaciones de los ángulos y después, conside- 
rando esos condicionamientos, enumerar los casos posibles». 


Esta hipótesis es, desde luego, más sugerente que admitir ` 


como resultado definitivo del tratado la división del cuadrado 
en siete partes conmensurables entre sí y con la figura entera y 


permite superar el estado de perplejidad expresado por Dijks- ' 


terhuis. Pero no se puede dejar de reconocer que lo que de 
verdad interesaría al mundo matemático sería entrar en con- 
tacto con los razonamientos aducidos por Arquímedes en ese 


estudio; la mala fortuna de que el escriba del palimpsesto uti- | 
lizara solo uno de los folios de este tratado no ha permitido ir 


más allá. 


Para la traducción hemos seguido la edición de Heiberg, que ' 
recoge el texto griego del palimpsesto, y la traducción alemana ' 


publicada por Suter, e incluye figuras preparadas por Heiberg y 


Heegaard a partir de los datos del texto. Indicamos mediante la ' 


cursiva los pasajes ilegibles para Heiberg y publicados ahora en 
el citado artículo de Netz, Acerbi y Wilson; indicamos en nota 
las divergencias entre ambas ediciones cuando exigen interpre- 
taciones contrapuestas. En cuanto a la puntuación, el original 
griego está escrito en columnas cuyas líneas contienen de 21 a 
26 letras sin separación de palabras, espíritus, acentos ni pun- 
tuación de ninguna clase; hay cierta tendencia a editar los tex- 
tos matemáticos sin puntos y aparte, siguiendo el modelo de los 


$ No se nos conserva la prueba, pero sí la enumeración de estos sólidos: vid. 
más adelante los fragmentos Sobre los poliedros, págs. 361-365. 
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manuscritos, pero hemos optado por incluir puntos y aparte 
donde las pausas de sentido parecían exigirlo. Para el título he- 
mos optado por conservar la transcripción del griego, sumándo- 
nos en ello a la tradición establecida por los traductores de Ar- 
químedes a otras lenguas modernas. 


EL STOMACHION DE AROUÍMEDES 


Como el llamado stomachion contiene variadas posibilida- 
des de estudio de la transposición de las figuras que lo compo- 
nen, consideré necesario exponerlo estudiando en primer lugar 
la magnitud de la figura entera! y las partes en que se divide y 
a qué figura (es semejante) cada una de ellas”; y luego también 
queda dicho, además, cuáles son los ángulos que se toman jun- 
tos y cómo? para conocer el encaje de las figuras surgidas de 
ellos, y si los lados que se generan en las figuras están en línea 
recta o si pasa desapercibido a la vista que les falta un poco, por- 
que estas cosas requieren habilidad; y si les falta muy poco y 


' La cursiva indica las lecturas de Netz, Acerbi y Wilson en pasajes que 
Heiberg daba por lacunosos; los corchetes angulares encierran, según costum- 
bre, las conjeturas de los editores; cuando se trata de conjeturas de Heiberg no 
añadimos más indicaciones; lo hacemos constar en nota cuando las conjeturas 
proceden de la lectura de Netz-Wilson. 

En el palimpsesto, laguna de 6-8 letras en Stoma...on; Netz, Wilson, Acerbi 
se preguntan si habría que suplirlo con Stomachion próton («primer libro del 
Stomachion»). 

2 Tanto la lectura de Netz, Acerbi y Wilson (tíni metrouménou) como la de 
Heiberg (tíni homoiouménou) están basadas en conjeturas; preferimos el texto 
de Heiberg por entender que la otra alternativa comporta un error sintáctico 
(siempre metreisthai hypó tinos, no metreisthaí tini). 

3 Así siguiendo el texto de Netz, Acerbi y Wilson. Con las conjeturas de 
Heiberg habría que interpretarlo «cuáles son los ángulos que tomados de dos 
en dos forman dos rectos». 


1 416 


10 


15 


20 
418 


258 AROUÍMEDES 


pasa desapercibido a la vista, no por eso se han de rechazar las! 
que componen. 

A partir de éstas? resulta una multitud de no pocas figuras por 
ser posible desplazarlas a otro lugar de la figura igual y de ángu- 
los iguales...tomada de otra manera y tomando otra posición... 


A veces también de dos figuras que tomadas juntas en una figura | 


son iguales y semejantes a una figura o también de dos figuras 


que tomadas juntas son iguales y semejantes a dos figuras se : 


compone por transposición? un número mayor de figuras. 
Anteponemos al tratado una demostración relativa a esto. 


Sea ZT un paralelogramo rectángular” y + 


córtese en dos partes iguales EZ por el 
punto K y desde los puntos T, Bé trácense 
TK, BE. 


Se ha de demostrar que TB es mayor 


E que BH. 

Prolónguense IK, BZ y coincidan en el 

punto A y trácese la recta PH. 
Puesto que EK es igual a KZ, también PE 
—esto es, BZ— es igual a ZA, De modo que 
R LL es mayor que ZA. Por tanto también el 
ángulo comprendido por ZAT es mayor que 
el comprendido por ZIA. Y los comprendidos por HBA y ZTB 
son iguales, pues cada uno de ellos es medio recto. Luego el 


+ Entiéndase: «las figuras». 

3 «De estas piezas», se entiende. 

$ Traduzco la lectura de Heiberg ek tés metathéseos; con la lectura ektós 
metathéseos de Netz, Acerbi y Wilson habría que traducir «aparte de la trans- 
posición». i 

? El «paralelogramo rectangular» indicado tiene que ser necesariamente un 
cuadrado. 

$ Heiberg corrige acertadamente en T, B, la lectura I, E del palimpsesto. 
Téngase presente que en los textos en uncial es fácil la confusión entre B y E si 
se debilita la tinta en las curvas de la B. 
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comprendido por THB también es mayor que el HIB, puesto 
que el comprendido por PHB es igual a los dos internos y opues- 
tos —los comprendidos por HBA, HAB—. De modo que TB es 
mayor que BH. Luego, si se corta FH por la mitad por el punto 
X, el ángulo comprendido por TXB será obtuso -—puesto que 
TX es igual a XH y XB es común, los dos son iguales a los dos"”— 
y la base IB es mayor que la BH. Luego también el ángulo es 
mayor que el ángulo'”. Por tanto, el comprendido por TXB 
es obtuso y su contiguo es agudo. Por otro lado, el comprendido 
por TBH es medio recto —pues se ha supuesto que el paralelo- 
gramo es equiángulo— y el comprendido por BXH es agudo. 

Y además tampoco son iguales los restantes TBH", y ésta!? 
se compone y se divide con la siguiente (parte)'?. 

Sea AB un área rectangular con un lado doble que el otro ... 
que tiene el lado TA doble que el TB y que tiene por diámetro la 
línea AB con el espesor no...“ poder encajarse por tener la 
disposición de las secciones en línea recta. 

Córtese FA por la mitad por el punto E y por el punto E 
trácese EZ paralela a BT. Entonces, IZ, ZA son cuadrados. 


° Entiéndase: «dos lados del triángulo TXB iguales a dos lados del triángu- 
lo XHB». 

10 Entiéndase: «el ángulo TXB mayor que el ángulo XHB». 

1 El artículo femenino nos indica que las letras BH se refieren, probable- 
mente, a las rectas TB, BH o a los ángulos de vértice en T, B, H, pero en su 
estado presente el texto es ininteligible: de un lado, que TB > BH ya había 
quedado demostrado antes, luego no parece razonable que se repita la indica- 
ción: de otro, los ángulos de vértice en T, B, H no desempeñan ningún papel en 
la demostración —al menos en lo que queda del texto. 

i? Entiéndase: «esta figura». 

D La laguna señalada aquí por Heiberg, de más de cinco líneas, sólo ha 
podido ser parcialmente colmada por la lectura de Netz, Acerbi y Wilson. 

Esta frase permite ver la transición entre la primera y la segunda proposi- 
ciones conservadas, aunque no encontramos argumentos para afirmar si recoge 
el final de la primera o expone la hipótesis de la segunda (lo segundo sería más 
verosímil, pero el texto es insuficiente). 

14 Quedan aquí dos líneas que parecen definitivamente irrecuperables. 
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Trácense los diámetros TA, BE, EA y cór- . 
tense por la mitad los lados FH, EA por 1 
los puntos O, X, y trácense BO, XZ, y | 
por los puntos (X), K trácense las rectas | 
K(A, X)Z'" paralelas a BA. Por el teore- . 
z ma anterior, por tanto, es evidente que el ! 
ángulo de vértice en O del triángulo BTO i 
es obtuso y el restante agudo. Y también 


es evidente que es mayor...'* 


> ` * k k 
EL LIBRO DE ARQUÍMEDES 
SOBRE LA DIVISIÓN DE LA FIGURA STOMACHION 
EN CATORCE FIGURAS QUE GUARDAN RELACIÓN 
CON ELLA” 


Trazamos un paralelogramo, sea el ABGD, cortamos por la q 


mitad BG por el punto E, trazamos EZ perpendicular a BG, 
trazamos las diagonales AG, BZ y ZG, cortamos igualmente 
por la mitad BE por el punto H y trazamos HT perpendicular a 
BE; entonces ponemos la regla en el punto H y la dirigimos 
hacia el punto A y trazamos HK, cortamos por la mitad AL por 
el punto M y trazamos BM, y de ese modo el rectángulo AE ha 
sido dividido en siete partes. Cortamos ahora por la mitad GD 
por el punto N y lo mismo ZG por el punto C, trazamos EC, 
colocamos la regla en los puntos B y C y trazamos CO; traza- 
mos además CN, y de ese modo también el rectángulo ZG, si 


IS Entre corchetes, lectura dudosa y conjetura de Netz, Acerbi y Wilson. 

16 Con estas palabras termina la única hoja del palimpsesto que contiene 
texto del Stomachion. Los puntos A, E que se mencionan en la frase anterior no 
figuran en la ilustración que aparece en el palimpsesto. 

1 Precede al texto árabe de la proposición: «¡En el nombre de dios miseri- 
cordioso y clemente! Señor, concédeme éxito y no me lo hagas difícil». 
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bien de una manera distinta al primero, ha sido dividido en sie- 
te partes y, con ello, el cuadrado entero en catorce partes. 

Ahora demostraremos A 7 D 
gue cada una de las catorce 
partes guarda con el cua- 
drado entero una relación 
de conmensurabilidad. o 

Puesto que ZG esla dia- IRA 
gonal del rectángulo ZG, 
entonces el triángulo DZG 
es la mitad de ese rectángu- 
lo y, por tanto, la cuarta par- 
te del cuadrado. Pero el 
triángulo GNC es un cuarto 
del triángulo DZG, puesto 
que si prolongamos EC, llega al punto D, y entonces el triángulo 
GDC es la mitad del DZG e igual a la suma de los dos triángulos 
GNC y DNC; por tanto, el triángulo GNC es 1/16 del cuadrado. 

Si además suponemos que la línea OC llega hasta el punto 
B, como efectivamente fue trazada, entonces la línea NC es pa- 
ralela al lado BG del cuadrado o del triángulo OBG; entonces 
se tiene la proporción [Elem. VI 2] BG : NC :: GO : NO. Y BG 
es el cuádruplo de NC, luego también GO es el cuádruplo de 
NO; por tanto, GN es el triple de NO y el triángulo GNC es 
igual al triple de ONC [Elem. VI 1]. Y dado que, como hemos 
demostrado, el triángulo GNC es 1/16 del cuadrado, entonces 
el triángulo ONC es 1/48 del cuadrado. 

Puesto que, además, el triángulo GDZ es 1/4 del cuadrado y, 
por tanto, GNC es 1/16 del mismo y el triángulo NCO 1/48 del 
mismo, entonces queda que el cuadrilátero DOCZ es igual a 1/6 
del área del cuadrado. 

Según la hipótesis'*, si la línea NC va más lejos pasando por 


18 Puesto que DG, ZE son iguales entre sí y ambas, así como la recta ZG 
han sido cortadas por la mitad por los puntos N, F, C, respectivamente. 
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el punto F, CF sería paralela a GE; por tanto, se tiene la propor- 
ción [Elem. VI 4] EG : CF = EQ :: CO = GQ : FQ. Puesto que 


EQ =2C0 y GQ = 2FQ*, entonces el triángulo EQG es el doble 


de cada uno de los triángulos GCQ y EFQ [Elem. VI 1]. Y está 


claro que el triángulo EGZ = 2EFG [Elem. VI 1], puesto que ZE ! 


= 2FE. Pero el triángulo EGZ es igual a 1/4 del cuadrado, luego 
el triángulo EFG es 1/8 de ese mismo cuadrado. Pero éste?” es 


el triple de cada uno de los dos triángulos EFQ y GCQ; por | 
tanto, cada uno de estos dos triángulos es 1/24 del cuadrado | 


AG. Y el triángulo EGO es el doble de cada uno de los dos 
triángulos EFQ y GCQ,; por tanto, es 1/12 del cuadrado. 

Puesto que además ZF = EF, entonces el triángulo ZFG es 
igual al EFG [Elem. VI 1]; y si restamos”! los triángulos GCQ = 
EFQ, entonces queda el cuadrilátero FQCZ igual al triángulo 
EGQ; por tanto, también el cuadrilátero FQCZ es igual a 1/12 
del cuadrado AG. 


Tenemos ahora el rectángulo ZG dividido en siete partes y 
pasamos ahora a la partición del otro rectángulo. 

Puesto que BZ y EC son dos diagonales paralelas [Elem. VI 2] 
y ZF es igual a EF entonces el triángulo ZLF es igual a EFQ [Elem. 
VI 19], con lo cual el triángulo ZLF = 1/24 del cuadrado AG. 

Puesto que BH = HE, entonces el triángulo BEZ es el cuá- 
druple del triángulo BHT; por tanto, cada uno de los mismos es 
rectángulo”, Pero puesto que el triángulo BEZ es 1/4 del cua- 
drado ABGD, entonces el triángulo BHT es 1/16 del mismo, 
Según nuestra hipótesis, si la línea HK va más allá, pasa por el 
punto A; por tanto se tiene la proporción [Elem. VI 4] AB : HT 
=BK: KT. 


1% Porque EG = 2CF, 

30 «El triángulo FEG», se entiende. 

21 «Si los restamos respectivamente de los triángulos mencionados ZFG y 
EFG», se entiende. 

2 Por tanto BEZ, BHT son equiángulos y guardan la razón de BE? : BH? 
[Elem. VI 19]. 
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Pero AB = 2HT*, luego también BK = 2KT, con lo cual BT 
= 3KT, por tanto el triángulo BHT es el triple del triángulo 
KHT [Elem. VI 1]. Y puesto que el triángulo BHT es 1/16 del 


cuadrado entero, entonces el triángulo KHT es 1/48 del mismo. 20 


Y el triángulo BKH es el doble del triángulo KHT [Elem. VI 1], 
luego es igual a 1/24 del cuadrado. 

Puesto que, además, BL = 2ZL* y AL = 2LF, entonces el 
triángulo ABL es el doble del triángulo ALZ y el triángulo 
ALZ el doble del ZLF [Elem. VI 1]. Y puesto que, por otra 


parte, el triángulo ZLF es 1/24 del cuadrado entero, entonces el 25 


triángulo ALZ es 1/12 del mismo y, por tanto, el triángulo ABL 
es 1/6. 

Pero el triángulo ABM es igual al triángulo BML [£lem. VI 
1], por tanto cada uno de estos dos triángulos es 1/12 del cua- 
drado. 


Y queda que el pentágono LFEHT es igual a la mitad de un 424 


sexto más la mitad de un octavo del cuadrado entero”. 

Por consiguiente, hemos dividido en siete partes el cuadra- 
do AE, con lo cual la figura completa ABGD ha sido dividida en 
catorce partes que guardan razón con ella; lo que había que 5 
hacer. 


23 Porque BZ ha sido cortada por el punto T en dos partes iguales. 

2 Puesto que los triángulos ABL, ZFL son equiángulos y AB = 2ZF; enton- 
ces, vid, Elem. VI 4. 

25 Dicho pentágono es igual a 1/2 AG/ (1/12 + 1/12 + 1/12 + 1/16 + 1/24) 
AG = AG (1/2 / 17/48) = 7/48 AG = {1/2 (1/6) + 1/2 (1/8) AG. 


EL MÉTODO DE AROUÍMEDES 
SOBRE LOS TEOREMAS 
MECÁNICOS, A ERATÓSTENES 


INTRODUCCIÓN 


El Método es, sin duda, la obra de Arquímedes que en los 
últimos tiempos más interés ha despertado tanto entre los espe- 
cialistas como, en general, entre el público culto: la peripecia 
casi novelesca que ha rodeado su transmisión ha contribuido 
enormemente a ello, y probablemente es el tratado arquimedeo 
que más tinta ha hecho correr en los poco más de cien años que 
han transcurrido desde que Heiberg lo dio a conocer”. Sus apa- 
riciones y desapariciones y las dificultades inherentes a la lec- 
tura del palimpsesto que la ha conservado la rodean de un halo 
de misterio que podría llevarnos a creer que Arquímedes trató 
su método como si pretendiera mantenerlo en el terreno de lo 
arcano. Pero nada más lejos de la verdad. De hecho, tan pron- 
to como Arquímedes alcanzó por este método el primer resulta- 
do significativo, la cuadratura del segmento parabólico, ya men- 
cionó a sus corresponsales alejandrinos el «método mecánico» 
(Cuadr. paráb. 266, 1 y ss.), y en el propio Método afirma: «al 
redactar el método he pretendido sacarlo a la luz a la vez porque 


' La suerte y avatares corridos por el palimpsesto en que se nos ha conser- 
vado la obra, conocidos en lo fundamental gracias a las noticias en los medios 
de comunicación, fueron presentados en la Introducción (vol. I, págs. 54-63, 
especialmente 58-60). El reciente libro de R. NET£ Y W. NOEL The Archimedes 
Codex (Londres, 2007; hay traducción española) informa de los pormenores de 
la reaparición del palimpsesto y los métodos empleados para llevar a cabo una 
segunda lectura del mismo. 
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previamente había hablado en favor de él —no fuera que les 
pareciera a algunos que había estado hablando palabras va- 
nas— y al mismo tiempo porque estaba convencido de que 
arrojaría no pequeña utilidad para la matemática», de lo que po- 
demos deducir que en algún otro escrito no conservado ya había 
aludido más ampliamente a este recurso. Además, el texto fue 
objeto de estudio y comentario en la Antigüedad, pues Herón lo 
cita en sus Metrica y la Suda nos informa de que en el siglo 1 a. C. 
el astrónomo y matemático Teodosio redactó un comentario so- 
bre esta obra. Su difusión fue tal que en el curso de las sucesivas 
copias llegó a perder los rasgos dialectales dorios que todavía 
Eutocio en el siglo vI consideraba característicos del siracusa- 
no; incluso fue reescrita en el dialecto común helenístico-roma- 
no —<aso que no se dio, por ejemplo, con el tratado Sobre las 
líneas espirales— y en su texto se introdujeron, como en el 
resto de las obras conservadas, glosas y peculiaridades termi- 
nológicas ajenas a Arquímedes?, 

El tratado conserva la carta con que fue remitido a Eratóste- 
nes, que no era la primera correspondencia cruzada entre am- 
bos, pues Arquímedes afirma haberle enviado antes los enun- 
ciados de los teoremas que había descubierto y haberle invitado 
a descubrir las demostraciones por sí mismo. 

La carta anticipa y destaca los contenidos más significativos 
del escrito al que acompaña: por primera vez en sus investigacio- 
nes sobre cubaturas Arquímedes ha conseguido hallar equivalen- 
cias exactas entre sólidos comprendidos parcialmente por curvas 
—la uña cilíndrica y la doble bóveda cilíndrica— y sólidos limi- 
tados exclusivamente por rectas y aprovecha la comunicación de 
estos hallazgos para mostrar a Eratóstenes este método, de uti- 
lidad «para poder investigar algunos asuntos matemáticos por 


2 Así, por ejemplo, se emplea dos veces el término parabolé —436, 1 y en 
499, 32—-, desconocido para Arquímedes, pues fue acuñado por Apolonio. 
Ídem con los términos plagía y orthía para designar los ejes de una elipse en 
448, 25-26. 
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medio de la mecánica» y del que espera que sirva a algunos 
para descubrir «incluso otros teoremas que aún no se me han 
ocurrido». 

Siguen once lemas y quince proposiciones*, de las cuales las. 
6,7, 13, 14 y 15 presentan importantes lagunas*. En las prime- 
ras once proposiciones Arquímedes ejemplifica el uso de su 
método exponiendo los razonamientos mecánicos que le lleva- 
ron a descubrir las hipótesis de ciertos teoremas que luego de- 
mostró geométricamente, «porque la investi gación por este 
método carece de demostración; y es más fácil avanzar en la 
demostración tras haber alcanzado por anticipado cierto cono- 
cimiento de las cuestiones gracias a este método que hacer la 
investigación sin conocer nada». Va recorriendo así los princi- 
pales hallazgos de otros tratados suyos conservados —la medi- 
da del segmento parabólico y de la superficie de la esfera”; las 
de los volúmenes de la esfera, el elipsoide, el paraboloide, el 
casquete esférico y de los segmentos de hiperboloide y de elip- 
soides— y no conservados -—determinación de los centros de 
gravedad del segmento de paraboloide, de la semiesfera, del 
casquete esférico y del segmento de elipsoide y del hiperboloi- 
de”—. A continuación figura el estudio de la medida de la uña 


3 La numeración es obra de Heiberg, pues no figura en el original; señalan 
NETZ, SAITO, TCHERNETSKA en «A New Reading of Method Proposition 14: 
Preliminary Evidence from the Archimedes Palimpsest» (Part 2), Sciamvs 3 
(2002), 109-125, que en algún caso esa división del texto puede oscurecer un 
tanto el plan de la obra pero es de necesidad conservarla, a falta de otra edición, 
a efectos de referencia. 

4 La numeración tanto de los lemas como de las proposiciones fue obra de 
Heiberg. 

$ Prop. 1 y Cuadr. paráb. 14-24 y prop. 2 y Esf. cil. 133, respectivamente. 

$ Volumen de la esfera: prop. 2 y Esf. cil. 133; del elipsoide: prop. 3 y Con. 
esf. 27 (para el semielipsoide); del paraboloide: prop. 4 y Con. esf. 21; del 
casquete esférico: prop. 7 y Esf. cil. 112, del segmento de hiperboloide: prop. 
11 y Con. esf. 25; del segmento de elipsoide: prop. 8 y Con. esf. 29. 

7 Props. 5, 6, 9, 10 y 11 respectivamente. Por cierto que la presencia de 
estos teoremas en el Método es el argumento definitivo para afirmar la existen- 
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cilíndrica? por el método (props. 12-14) y la correspondiente 
demostración geométrica (prop. 15). Éste es el final del texto 
recuperado. Debían de seguir a éstas otras proposiciones en las 
que se realizaran los mismos estudios sobre la doble bóveda 
cilíndrica y, probablemente, la repetición de la demostración 
geométrica relativa a la medida del segmento parabólico, pues 
así se lo anuncia Arquímedes a Eratóstenes en la misiva que le 
envía. Cabe la posibilidad de que se incluyeran otras demostra- 
ciones, ya que generalmente Arquímedes en estas cartas no 
hace enumeración completa del contenido de los tratados, y el 
texto, calculando las posibilidades de contenido de un rollo an- 
tiguo, podría perfectamente haber tenido hasta el doble de la 
extensión de lo que nos ha llegado: pero no es posible afirmar 
nada con certeza sobre ese punto. 

El método que Arquímedes da a conocer es un recurso que 
él mismo considera insuficiente para la demostración, pero útil 
a efectos heurísticos: mediante secciones de las figuras de n + 1 
dimensiones que se propone estudiar, alcanza relaciones de 
igualdad o proporcionalidad entre las secciones resultantes 
(ahora de n dimensiones) de la figura en cuestión y las seccio- 
nes de otra figura cuya medida es conocida, relaciones que 
quedan medidas calculando los equilibrios ideales de las mis- 
mas en una balanza también ideal; el argumento siguiente es: 
puesto que las figuras en cuestión (de n+1 dimensiones) po- 
drían «completarse» mediante series de secciones (de n dimen- 
siones) trazadas del mismo modo, se puede descubrir la medida 
—en igualdad o proporción— de la figura objeto de estudio. 
Ahora bien, ¿quién, entre los matemáticos griegos de la Anti- 
glúiedad, aceptaría como planteamiento geométrico que la su- 


cia de obras perdidas de Arquímedes en el terreno de la estática, obras en las 
que debían de encontrarse las demostraciones geométricas de estos mismos 
supuestos, 


o $ Para la descripción de esta fi gura y de la doble bóveda cilíndrica, cf 426, 
10 y ss. 
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perficie se compone de líneas o que el sólido se compone de 
planos? Esa cuestión estaba tratada y debatida desde antes 
de que Euclides redactase sus Elementos”; de ahí que se haya 
interpretado que el recurso a los indivisibles es la razón de la 
«insuficiencia» probatoria del método, más que el recurso a 
la mecánica. 

Efectivamente, ésa es la posición de Dijksterhuis!'”, aunque 
otros autores, como Sato y Knorr!!, llegan a la conclusión de que 
los matemáticos griegos aceptaban como válidos los argumen- 
tos con indivisibles. Por su parte, R. Netz, K. Saito y N. Tcher- 
netska””, a tenor del texto de la prop. 14 que ellos han recupera- 
do, plantean la cuestión en términos más complejos. Mientras 
que en las proposiciones 1-13 Arquímedes emplea tanto la me- 
cánica como los indivisibles, la proposición 14 recurre sólo a 
los indivisibles; la presencia de una única palabra, de lectura 
dudosa”, les lleva a entender que Arquímedes utiliza el lema 11 
para la suma de una serie proporcional infinita (en Con. esf. 1 
Arquímedes había demostrado la validez del lema para series 
finitas); de aceptar su lectura e interpretación, sería necesario, 
como ellos sugieren, replantear no sólo la estructura general del 
Método, sino también la interpretación de la prehistoria del cálcu- 
lo. La cuestión, sin duda, merece un debate más extenso —que 
debería incluir tanto los aspectos paleográficos como los mate- 


? Muestra evidente de ello la tenemos en ARISTÓTELES, Sobre las líneas 
indivisibles, publicado en esta misma colección (BCG 277), págs. 21-53. 

19 Op. cit., pág. 336. 

1 T, Saro, «A Reconstruction of The Method Proposition 17, and the De- 
velopment of Archimedes’ Thought on Quadrature», Historia Scientiarum 31 
(1986), 61-86 y 32 (1987), 61-90; W. Knorr, «The Method of Indivisibles in 
Ancient Geometry», en Vita Mathematica: Historical Research and Integra- 
tion with Teaching, ed. R. CALINGER, 67-86, 

12 ¿A New Reading of Method Proposition 14: Preliminary Evidence from 
the Archimedes Palimpsest» (Part 1), Sciamvs 2 (2001), 9-29 y «A New Rea- 
ding of Method Proposition 14: Preliminary Evidence from the Archimedes 
Palimpsest» (Part 2), Sciamvs 3 (2002), 109-125. 

3 Pléthei («en número»), fol. 110v, col. 2, lín. 4. 
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máticos—, debate que aún no ha podido tener lugar en razón de 
lo reciente del hallazgo. 

Por último, una breve nota textual: a primera vista, no ha- 
biendo más que un único manuscrito, el palimpsesto, debería 
ser un caso sencillo, pero el estado en que el texto ha podido ser 
recuperado dista de ser el ideal'* y los materiales que pone ante 
nuestros ojos nos enfrentan a múltiples dificultades. Adelantá- 
bamos antes que algunas de las proposiciones se conservan en 
estado lacunoso: fueron objeto de estudio para Zeuthen, que 
intentó recrear las demostraciones, y Heiberg ofrece la versión 
latina de esa recreación!*. En nuestra traducción figuran en re- 
donda los pasajes procedentes del texto griego y en cursiva los 
pasajes traducidos a partir de la versión latina de Zeuthen re- 
producida por Heiberg. En cuanto a la proposición 14, los fo- 
lios en los que figuraba se hallaban en un estado tan deteriorado 
que Heiberg renunció incluso a fotografiarlos, y su texto era tan 
incompleto que ni siquiera era posible seguir el curso de los 
razonamientos. Como adelantábamos más arriba, esos folios 
han podido ser leídos recientemente gracias a los avances lo- 
grados en los procesos de tratamiento informático de imágenes, 
y Netz, Saito y Tchernetska han publicado el texto completo de 
esta proposición en los artículos citados (cf. n. 12). Las diferen- 
cias entre este texto y el recuperado por Heiberg son tales que 
se hace imposible completar la lectura más antigua con la más 
reciente, de modo que nos ha parecido lo más oportuno ofrecer 
la traducción de esta última en Apéndice. 


14 Hagamos notar, por ejemplo, que la traducción de Heath, añadida como 
apéndice a su The Works of Archimedes (cf. Bibliografía), fue realizada sobre 
la primera edición publicada por Heiberg (Hermes 42 [1907], 243-297), que 
difiere no poco de la aparecida en Archimedes opera omnia... que es la que ha 
servido de base a la presente versión, De ahí que no coincidan la numeración y 
el contenido de las proposiciones, 

! Fueron publicadas en Leipzig en 1906-1907 y han sido reimpresas en 
ARCHIMEDES, Werke, Darmstadt, 1967 junto con otros tratados arquimedeos 
comentados. 
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TEOREMAS MECÁNICOS, A ERATÓSTENES 


Arquímedes a Eratóstenes, salud. 

Te envié antes los teoremas que había descubierto escribién- 
dote los enunciados, invitándote a descubrir sus demostracio- 
nes que, hasta el momento, no te había comunicado. Los enun- 
ciados de los teoremas que te mandé eran los siguientes. 

Del primero: si en un prisma recto que tiene por base un 
paralelogramo! se inscribe un cilindro con sus bases en los pa- 
ralelogramos opuestos y sus generatrices en los restantes pla- 
nos del prisma, y por el centro del círculo que es base del cilin- 
dro y por un lado del cuadrado del plano opuesto se traza un 
plano, el plano trazado cortará del cilindro un segmento, que 
está comprendido por dos planos y la superficie del cilindro 
—uno, el trazado; el otro, aquél en que está la base del cilindro; 
la superficie, la que está entre los planos dichos—, y el segmen- 
to cortado del cilindro será la sexta parte del prisma entero. 

Del otro teorema el enunciado es el siguiente: si en un 
cubo se inscribe un cilindro con sus bases en los paralelogra- 
mos opuestos y su superficie tangente a los cuatro planos res- 
tantes, y en el mismo cubo se inscribe otro cilindro con sus 
bases en otros paralelogramos y su superficie tangente a los 
cuatro planos restantes, la figura comprendida por las superfi- 


! Así en el original griego, aunque por el sentido es evidente que se refiere 
a un cuadrado. Lo mismo sucede algo más adelante, en 426, 24 y 428, 2. 
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cies de los cilindros que está en ambos cilindros es dos tercios 
de todo el cubo. 


Ocurre que estos teoremas son distintos de los que descubrí . 


primero, pues aquellas figuras —los conoides y los elipsoides y 


sus segmentos-— las comparábamos en magnitud con figuras de ' 
conos y cilindros y se halló que ninguna de ellas era igual a una . 


figura sólida comprendida por planos, mientras que cada una de 
estas figuras, comprendidas por dos planos y superficies de ci- 


lindro, ha sido hallada igual a una de las figuras sólidas com- ' 


prendidas por planos. 


Tras redactar las demostraciones de estos teoremas en este ` 


libro, te las mandaré?. 

Y al ver, como digo, que eres estudioso y que destacas con- 
siderablemente en filosofía y que aprecias la investigación ma- 
temática cuando es el caso, probé a escribirte y a definir en este 
mismo libro la peculiaridad de cierto método mediante el cual, 


cuando te lo haya proporcionado, te será posible disponer de . 
recursos para poder investigar algunos asuntos matemáticos : 
por medio de la mecánica. Estoy persuadido de que esto es no : 


menos útil también para la demostración de estos mismos teo- 


remas, pues algunas de las cosas que primero se me mostraron . 
por medio de la mecánica luego las demostré por medio de la . 


geometría, porque la investigación por este método carece de 
demostración; y es más fácil avanzar en la demostración tras 
haber alcanzado por anticipado cierto conocimiento de las 
cuestiones gracias a este método que hacer la investigación sin 
conocer nada. 


... por lo cual, de estos teoremas sobre el cono y la pirámide : 


cuya demostración Eudoxo fue el primero en descubrir, que el 
cono es la tercera parte del cilindro y la pirámide lo es del pris- 
ma, cuando tienen la misma base e igual altura, atribuiría uno 
no pequeña parte a Demócrito, el primero que manifestó sin 
demostración el aserto relativo a dicha figura. 


3 Cf. Introducción, págs. 268-269. 
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Pues a mí me ocurre en el caso del teorema que ahora edito 
que su descubrimiento ha sido semejante a los recién mencio- 
nados: al redactar el método he pretendido sacarlo a la luz a la 
vez porque previamente había hablado en favor de él —no fue- 
ra que les pareciera a algunos que había estado hablando pala- 
bras vanas— y al mismo tiempo porque estaba convencido de 
que arrojaría no pequeña utilidad para la matemática. Pues sos- 
tengo que algunos, bien de los presentes, bien de los venideros, 
mediante el método que doy a conocer descubrirán incluso 
otros teoremas que aún no se me han ocurrido. 

Así, escribo en primer lugar lo que también lo primero se 
me hizo patente mediante la mecánica: que todo segmento de la 
sección de un cono rectángulo es cuatro tercios del triángulo 
que tiene la misma base e igual altura, y después de eso, cada 
uno de los teoremas obtenidos mediante el mismo método. Al 
final del libro escribo las demostraciones geométricas de aque- 
llos teoremas cuyos enunciados te envié antes. 


LEMAS? 


1. Si de una magnitud se quita una magnitud y el mismo pun- 
to es centro de gravedad de la magnitud entera y de la quitada, 
el mismo punto es centro de gravedad de la magnitud restante. 

2. Si de una magnitud se quita una magnitud y el centro de 
gravedad de la magnitud entera y la magnitud quitada no es el 
mismo punto, el centro de gravedad de la magnitud restante se 
encuentra en! la recta que une los centros de gravedad de la magni- 


3 El título «Lemas» (Lemmata) y la numeración de los mismos, así como la 
de las proposiciones, no figura en los mss., sino que fue introducida por Heiberg. 
Esta numeración se ha convertido en canónica a efectos de referencia pero, como 
advierte Netz (Sciamvs 2, pág. 11), puede oscurecer la estructura de la obra. 

Los enunciados que figuran en este apartado tienen el carácter de demos- 
traciones auxiliares para el contenido de las proposiciones. 

4 Sobreentiéndase: «el extremo de». 
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tud entera y de la magnitud quitada, una vez prolongada y quitada | 
de ella”, que guarde con la recta situada entre los dichos centros de | 
gravedad la misma razón que guarda el peso de la magnitud quita- 


da con el peso de la magnitud restante. 


3. Si en cualquier número de magnitudes el centro de gra- i 
vedad' está sobre la misma recta, también el centro de grave- | 
dad de la magnitud compuesta de todas ellas estará sobre la { 


misma recta?. 


4, El centro de gravedad de toda recta es el punto medio de | 


la recta? [Equil. plan. 14]. 


5. El centro de gravedad de todo triángulo es el punto en el ] 
que se cortan las rectas trazadas desde los ángulos del triángulo ! 


hasta los puntos medios de los lados? [Equil. plan. 1 14]. 


6. El centro de gravedad de todo paralelogramo es el punto I 


en el que se cortan las diagonales [Equil. plan. 1 10]. 


7. El centro de gravedad de un círculo es el centro del ] 


círculo. 


8. El centro de gravedad de todo cilindro es el punto medio $ 


del eje. 


del eje. 


10. El centro de gravedad de todo cono está en su eje divi- i 


dido de tal manera que el segmento del lado del vértice sea el 
triple que el resto. 


11. Usaremos también el siguiente teorema!?: si un número 


cualquiera de magnitudes guardan de dos en dos, las dispuestas 


5 Sobreentiéndase: «una recta». 
$ «El centro de gravedad de cada una de ellas», se entiende. 


7 Se da por supuesto lo mencionado en Sobre el equilibrio de las figuras . 


planas 14 y 13,11 2 y 5. Vid. también 1 5. 

8 Recuérdese que el concepto de eutheía en griego se corresponde más 
bien con el nuestro de «segmento». 

? Es decir, las medianas del triángulo, 

10 [Del tratado escrito anteriormente Sobre conoides]. La mención del tra- 
tado en el texto es probablemente una glosa (acertada). 


9. El centro de gravedad de todo prisma es el punto medio -: 
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de modo semejante, la misma razón que otras magnitudes, igua- 
les en número, y las primeras magnitudes guardan con otras mag- 
nitudes las razones que sea -—bien todas, bien algunas de ellas— 
y las segundas magnitudes están en las mismas razones con otras 
magnitudes, la suma de todas las primeras magnitudes guardará 
con la suma de todas las magnitudes correspondientes la misma 
razón que guarda la suma de todas las segundas magnitudes con 
todas las magnitudes correspondientes [Con. esf. 1]. 


PROPOSICIÓN 1 


Sea el segmento ABT contenido por la recta AT y por la 
sección ABT de un cono rectángulo; y córtese ABT por la mi- 
tad por el punto A y trácese la recta ABE paralela al diámetro y 
trácense AB, BT. 


Digo que el segmento ABT es cuatro tercios del triángulo 
ABT. 

Desde los puntos A, T trácense la recta AZ, paralela a ABE, 
y la TZ, tangente a la sección, y prolónguese I'B hacia K, y sea 
KO igual a TK. Considérese PO una balanza y K su punto me- 
dio y MZ una paralela cualquiera a EA. 

Puesto que TBA es una parábola y TZ le es tangente y T'A es 
una ordenada, EB es igual a BA —pues esto se demuestra en los 
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Elementos"! 
las a EA, MN es igual a NE y ZK a KA. Y puesto que TA es a 
AZ como MZ a ZO” y, por otro lado, TA es a AZ como TK 


a KN [Elem. VI 2; V 18] y TK es igual a KO, entonces, OK es ' 
ZO. Y puesto que el punto N es el centro de 


a KN como MZ a 
gravedad de la recta MZ, ya que MN es igual a NZ [Lema 4], 


entonces si ponemos TH igual a ZO y como centro de gravedad ' 
de ella" el punto O, de modo que TO sea igual a OH, TOH esta- | 
Z, si permanece en el mismo lugar, por | 


rá en equilibrio con M 
haber sido cortada ON de modo inversamente proporcional a 


los pesos TH, MZ, y OK será a KN como MZ a HT [Equil. : 
plan. 16-7]. De manera que el centro de gravedad del peso com- | 


puesto por ambas es K [Lema 3]. 


De modo similar, cuantas paralelas a EA se tracen en el | 
triángulo ZAT, si permanecen en su mismo sitio, estarán en ` 


equilibrio con las rectas tomadas de ellas en la sección una vez 


transportadas a © de tal manera que el centro de gravedad del . 


peso de ambas sea K. 


Y puesto que el triángulo TZA está compuesto por las rec- ` 
tas que hay en el triángulo TZA, mientras que el segmento . 
ABT está compuesto por las rectas de la sección tomadas de | 
manera semejante a ZO, entonces el triángulo ZAT, si perma-. i 
nece en su mismo sitio, estará en equilibrio, con relación al | 
punto K, con el segmento de la sección en torno al centro de gra- : 
vedad O, de modo que el centro de gravedad de la suma de i 


ambos'* sea K. 


'! Heiberg considera la frase una interpolación, y supone que la referencia ` 
se refiere a los Elementos de cónicas de Euclides o Aristeo. La demostración | 


figura en Cuadratura de la parábola, 2. 

12 [Eso se demuestra en un lema]. La frase es una interpolación; el lema, si 
existió, no se nos ha conservado. 

'3 Es decir, de TH. 

'“ Es decir, de la magnitud compuesta por ambas figuras —el triángulo más 
el segmento de la sección parabólica—, situada en la posición en que ahora 
está el triángulo. 


—. Por ello y porque las rectas ZA, MZ son parale- į 
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Córtese TK por el punto X de manera que TK sea el triple 
que KX; entonces el punto X será el centro de gravedad del 
triángulo AZT —ya está demostrado en los libros Sobre el equi- 
librio [Lema 5]—. Puesto que el triángulo ZAT, si permanece 
en su mismo sitio, se equilibra, en relación al punto K, con el 
segmento BAT en torno al centro de gravedad O y puesto que X 
es el centro de gravedad del triángulo ZAT, entonces el triángu- 
lo AZT es al segmento ABT situado en torno al centro O como 
OK es a XK. Y OK es el triple de KX. Luego también el trián- 
gulo AZT es el triple del segmento ABT. Y además, por otro 
lado, el triángulo ZAT es el cuádruple del triángulo ABT, por 
ser igual ZK a KA y AA a Ar”; luego el SERN ABT es cua- 
tro tercios del triángulo ABP*, 


PROPOSICIÓN 2 


Lo anterior no queda demostrado mediante lo que se ha 
dicho ahora, pero ha producido cierta impresión de que la con- 
clusión es verdadera. Por eso nosotros, al ver que no queda 
demostrado pero sospechando que la conclusión es verdadera, 
pondremos en su lugar la demostración geométrica que descu- 
brimos, la que publicamos hace tiempo”. 


Que toda esfera es el cuádruple del cono que tiene su base 
igual a un círculo máximo de la esfera y altura igual al radio de 
la esfera, y que el cilindro que tiene su base igual a un círculo 


15 Anota Heiberg: «De la proporción AF : AT :: AB : AK resulta que AB = 
1/2 AK = 1/4 AZ», (es decir, los dos triángulos ABT y AZT tienen la misma 
base AT, pero el segundo tiene la altura cuatro veces mayor que el primero). 

16 [Esto, en efecto, es evidente]. 

17 La demostración se encuentra en Cuadrat. paráb, 14-24, donde Arquí- 
medes da dos demostraciones rigurosas y completamente distintas. Heiberg 
piensa que esta demostración anunciada debía de encontrarse en la parte final 
de este tratado, que no se nos ha conservado. 
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máximo de la esfera y altura igual al diámetro de la esfera es | 


una vez y medía la esfera, se estudia por este método así: 


Sea una esfera en la que ABTA es un círculo máximo y AT, | 
BA son diámetros perpendiculares entre sí y sea en la esfera un | 
círculo de diámetro BA perpendicular al círculo ABTA y, a par- 4 


tir de este círculo perpendicular'*, constrúyase un cono con el 


punto Á como vértice y, una vez trazada su superficie, córtese 
el cono mediante un plano paralelo a la base por el punto T. 1 
Producirá un círculo perpendicular a AT, y EZ será su diáme- 4 
tro. A partir de este círculo constrúyase un cilindro de eje igual | 
a AT y sean EA, ZH las generatrices del cilindro, Y prolóngue- | 
se FA y sea igual a ella AO, y considérese TO una balanza y su 
punto medio A, y trácese una recta MN que sea paralela a BA y ` 
corte ésta al círculo ABTA en los puntos Z, O y al diámetro AT 1 
en el punto E, y a la recta AE en el punto Il y a la recta AZ en 3 
el punto P y sobre la recta MN álcese un plano perpendicular a ] 
AT, éste producirá como sec- | 
ción en el cilindro un círculo, : 
cuyo diámetro será MN y en la | 
esfera ABTA otro círculo cuyo Ó 
diámetro será ZO, y en el cono 4 
AEZ otro círculo cuyo diámetro | 


será IMP. 


igual al comprendido por MX, 
XII —pues AT es igual a EM y 


y, a la vez, el cuadrado de lado AZ —es decir, la suma de los 
cuadrados de lados EX, 211 [Elem. 147] —, es igual al rectángu- 
lo comprendido por TA, AZ [Elem. VI 8, corol.], entonces el 
rectángulo comprendido por MX, XI] es igual a la suma de los 
cuadrados de lados ZX, ETT. Y puesto que PA es a AZ como MÈ 


18 Es decir, «tomando ese círculo como base». 


Y puesto que el rectángulo i 
comprendido por TA, AX es ] 


AX es igual a TIE [Elem. VI4]— | 
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a XII y, por otro lado, TA es igual a AQ, entonces OA es a AZ 
como MÍ es a XII —esto es, como el cuadrado de lado MZ al 
rectángulo comprendido por ME, ZIT-—. Y se había demostra- 
do que la suma de los cuadrados de lados ZE, ITI era igual al 
rectángulo comprendido por MZ, ETT. Luego AO es a AZ como 
el cuadrado de lado MZ a la suma de los cuadrados de lados EZ, 
ETT. Por otra parte, el cuadrado de lado MZ es a la suma de los 
cuadrados de lados E£, ETT como el cuadrado de lado MN a la 
suma de los cuadrados de lados ZO, IP [Elem.V 15] y, a su 
vez, el cuadrado de lado MN es a la suma de los cuadrados de 
lados ZO, TIP como el círculo de diámetro MN —en el cilin- 
dro— es a la suma de los dos círculos, el de diámetro TIP —en 
el cono— y el de diámetro ZO —en la esfera— [Elem. XI 2]: 
luego GA es a AZ como el círculo en el cilindro es a la suma de 
los círculos en la esfera y el cono. 

Por consiguiente, puesto que OA es a AZ como el propio 
círculo del cilindro, si permanece en su mismo sitio, es a la 
suma de los dos círculos que tienen por diámetros ZO, TIP, una 
vez transportados y puestos en Ó, de tal manera que O sea el 
centro de gravedad de cada uno de ellos, estarán en equilibrio 
con relación al punto A”. 

De la misma manera se demostrará también que, si en el 
paralelogramo AZ se traza otra paralela a EZ y por la recta tra- 
zada se construye un plano perpendicular a AT, el círculo pro- 
ducido en el cilindro, si permanece allí mismo, estará en equili- 
brio respecto al punto A con la suma de los dos círculos, el 
producido en la esfera y el del cono, una vez transportados y 
puestos en la balanza en el punto O, de tal manera que el punto 
O sea el centro de gravedad de cada uno de ellos. 


1% Entiéndase que el equilibrio se produce entre el círculo en el cilindro, de 
un lado, y los círculos en el cono y la esfera tomados como una sola magnitud, 
de otro. 

Heiberg sospecha que en este pasaje se ha podido producir alguna altera- 
ción del texto, ya que el original presenta anomalías sintácticas., 
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Y una vez completados el cilindro y la esfera y el cono me- 
diante los círculos tomados de esa manera, el cilindro, si per- i 
manece en su mismo sitio, estará en equilibrio respecto al punto Í 
A con ambos, la esfera y el cono, una vez transportados y pues- | 
tos en la balanza en el punto O, de tal manera que O sea el | 
centro de gravedad de cada uno de ellos. Y puesto que los sóli- ) 
dos indicados están en equilibrio respecto al punto A, si el cilin- 
dro permanece con centro de gravedad en K, y la esfera y el ' 
cono se transportan, como se ha dicho, al centro de gravedad O, ' 
OA será a AK como el cilindro a la suma de la esfera y el cono | 
[Equil. plan. 1 6-7]. Y OA es el doble de AK; luego también el 
cilindro es el doble de la suma de ambos, la esfera y el cono; y! 
a la vez es el triple del propio cono [Elem. XII 10]. Luego tres | 
conos son iguales a esos mismos dos conos más dos esferas. | 
Réstense en común los dos conos”; entonces, un cono, el que $ 
en sección por el eje da el triángulo AEZ, es igual a las dos es- 1 
feras mencionadas. Y el cono que en sección por el eje da el | 
triángulo AEZ es igual a ocho conos que tengan por sección en ] 
el eje al triángulo ABA [Elem. XII 12], por ser EZ el doble de 4 
BA. Luego los ocho conos mencionados son iguales a dos esfe- 
ras; luego la esfera cuyo círculo máximo es ABTA es el cuádru- ] 
ple del cono que tiene por vértice el punto A y por base el círcu- i 


lo de diámetro BA que es perpendicular a AT. 


Por los puntos B, A trácense en el paralelogramo AZ las rec- | 
tas DBX, YAQ paralelas a AT y considérese un cilindro que 


tenga por bases los círculos de diámetros P'Y, XQ y por eje AT. 
Puesto que el cilindro que en sección por el eje da el parale- 


logramo PQ es el doble del cilindro que en sección por el eje da i 


el paralelogramo DA [Elem. XII 14] y este mismo es el triple 
del cono que en sección por el eje da el triángulo ABA —como 
en los Elementos [Elem. XII 10] — entonces el cilindro que en 


sección por el eje da el paralelogramo DQ es el séxtuplo del ' 


cono que en sección por el eje da el triángulo ABA. Y se había 


2 Es decir, «réstense dos conos de ambos miembros de la igualdad». 
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demostrado que la esfera cuyo círculo máximo es ABTA era el 
cuádruple de este cono. Luego el cilindro es una vez y media la 
esfera, que es lo que había que demostrar. 


Una vez estudiado esto, que toda esfera es el cuádruple del 
cono que tiene por base su círculo máximo y la altura igual al 
radio de la esfera, se me ocurrió que la superficie de toda esfera 
es el cuádruple del círculo máximo de los de la esfera. Y es que 
mi suposición había sido que, puesto que todo círculo es igual a 
un triángulo que tiene por base la circunferencia del círculo y la 
altura igual al radio del círculo?!, también toda esfera es igual al 
cono que tiene por base la superficie de la esfera y la altura igual 
al radio de la esfera. 


PROPOSICIÓN 3 


Por este método se estudia también que el cilindro que tiene 
la base igual al círculo mayor de un elipsoide de revolución y la 
altura igual al eje del elipsoide es una vez y media el elipsoide. 

Una vez estudiado esto, es evidente que al ser cortado cual- 
quier elipsoide mediante un plano que pase por el centro y per- 
pendicular al eje, la mitad del elipsoide es el doble del cono que 
tiene la misma base que el segmento y el mismo eje”. 

Sea, pues, un elipsoide y córtelo un plano que pase por su 
eje y resulte en su superficie la elipse ABTA y sean los diáme- 
tros? de ésta AT, BA y su centro K, y sea en el elipsoide un círcu- 
lo de diámetro BA perpendicular a AT, y considérese un cono 
que tiene por base el círculo indicado y por vértice el punto A, 
y una vez trazada la superficie del cono, córtese éste mediante 
un plano paralelo a la base que pase por el punto T`. Su sección 


21 Med. círc. 1. 
2 Es decir, «la misma altura». 
3 O «ejes». 
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será un círculo perpendicular a AT, y su diámetro será EZ. Por 


otro lado, sea también un cilindro que tenga por base el mismo | 
círculo cuyo diámetro es EZ y por eje la recta AT y, una vez] 


prolongada PA, sea AO igual a ella, y considérese OT una ba-' 


lanza y A su punto medio, y trácese la recta MN paralela a EZ] 
en el paralelogramo AZ, y por MN constrúyase un plano per- i 
pendicular a AT: éste producirá en el cilindro como sección i 
un círculo cuyo diámetro será: 
MN, en el elipsoide producirá | 
como sección un círculo cuyo 1 
diámetro será ZO y en el cono 1 
producirá como sección un 
círculo cuyo diámetro será ; 


TIP”. 


drado de lado MZ es al rectángulo comprendido por ME, ETT. 


Por otro lado, los cuadrados de IIE, EZ son iguales al rec- 1 
tángulo comprendido por MX, ETT. Puesto que el rectángulo ] 
comprendido por AX, ET es al cuadrado de lado ZE como el 4 
rectángulo comprendido por AK, KT —es decir, el cuadrado de 


lado AK— es al cuadrado de lado KB”, y por otro lado el cua- 


drado de lado AK es al cuadrado de lado KB como el cuadrado |] 
de lado AZ es al cuadrado de lado XII [Elem. VI 4]; entonces, 
tomando la proporción en alternancia”, el cuadrado de lado AY | 
será al rectángulo comprendido por AZP como el cuadrado de |! 


% El plano indicado, como se ve en la figura, cortará a la recta AT en el i 


punto È, 
35 [Pues ambas razones son como la del eje mayor al eje menor]. 
26 Cf vol. I, Introducción, pág. 51. 


Y puesto que TA esa AY: 
como EA es a ATI [Elem. VI $ 
4), es decir, como ME a ETT 1 
[Elem. V 18; VI 4] y, por otra ] 
parte, PA es igual a AQ, enton- | 
ces OA es a AZ como MZ es a XII. Y ME es a XII como el cua- 
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lado TIZ al cuadrado de lado £Z. Por otro lado, el cuadrado 
de lado AZ es al rectángulo comprendido por AZP' como el 
cuadrado de lado XII al rectángulo comprendido por ETT, IIM 
[Elem. VI 4]. Luego el rectángulo comprendido por MII, IITE 
será igual al cuadrado de lado EZ [Elem. V 9]. Súmese en co- 
mún” el cuadrado de lado TIX; entonces, el rectángulo com- 
prendido por M2, ETT será igual a la suma de los cuadrados de 
lados IIX, £Z [Elem. 113]. Luego OA es a AZ como el cuadrado 
de lado ME es a los cuadrados de lados IIX, EZ. Y el cuadra- 
do de lado MZ es a la suma de los cuadrados de lados 23, XII 
como el círculo que hay en el cilindro y cuyo diámetro es MN 
es a la suma de los dos círculos que tienen por diámetros ZO, 
TIP [Elem. XII 2]. De manera que el círculo que tiene por diá- 
metro MN, si permanece en el lugar en que está, se equilibrará, 
respecto al punto A, con la suma de los dos círculos cuyos diá- 
metros son ZO, TIP, una vez trasladados y puestos en la balan- 
za en el punto O, de manera que 0 sea el centro de gravedad de 
cada uno de ellos. En efecto”, una vez trasladados los dos círcu- 
los cuyos diámetros son ZO, IIP , el centro de gravedad de la 
suma de ambos es O [Cf Lema 1]. Y, por tanto, OA es a AE 
como el círculo cuyo diámetro es MN es a la suma de los dos 
círculos cuyos diámetros son ZO, IIP. 

De la misma manera se demostrará también que si en el 
paralelogramo AZ se traza alguna otra paralela a EZ y desde la 
recta trazada se construye un plano perpendicular a AP, el círcu- 
lo resultante en el cilindro, si permanece en su mismo sitio, es- 
tará en equilibrio respecto al punto A con los dos círculos resul- 
tantes en el elipsoide y en el cono una vez trasladados al punto 
© de la balanza de modo que O sea el centro de gravedad de 
cada uno de ellos. 

Por consiguiente, una vez completados el cilindro y el elip- 
soide y el cono mediante los círculos tomados, el cilindro, si 


17 Es decir, «súmese a ambos términos de la igualdad». 
2 Sustituimos Sé del ms. por 5%, siguiendo la conjetura de Heiberg. 
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permanece en el lugar en que está, estará en equilibrio, respecto ; 
al punto A, con la suma del elipsoide y el cono una vez trans- į 
portados y colocados en la balanza en el punto O, de tal manera | 


que O sea el centro de gravedad de cada uno de ellos. 
Y el punto K es el centro de gravedad del cilindro [Lema 8] 


y, como se ha dicho, el centro de gravedad del elipsoide y el : 


cono juntos es el punto 0. Por consiguiente, VA es a AK como 


el cilindro es a la suma del elipsoide y el cono; por otro lado, . 
AO es el doble de AK; luego también el cilindro es el doble de 


la suma del elipsoide y el cono. 


Luego el cilindro es igual a la suma de dos conos más dos elip- ` 


soides; y el cilindro es igual a la suma de esos mismos tres co- 
nos [Elem. XII 10]; luego tres conos son iguales a dos conos y 


dos elipsoides. Réstense en común” los dos conos. Entonces : 
el cono restante, cuya sección por el eje da el triángulo AEZ, : 
es igual a dos elipsoides; y ese mismo cono” es igual a ocho ' 
conos cuya sección por el eje da el triángulo ABA; luego los 
ocho conos indicados son iguales a dos elipsoides; luego tam- | 


bién cuatro conos son iguales a un elipsoide. 


Por tanto el elipsoide es el cuádruple del cono cuyo vérti- 4 
ce es el punto Á y su base el círculo de diámetro BA, que es 4 
perpendicular a AT; y la mitad del elipsoide es el doble del ' 


dicho cono. 


Y por los puntos B, A trácense en el paralelogramo AZ las | 


rectas DX, YQ paralelas a AT y considérese un cilindro cuyas 


bases son los círculos que tienen por diámetros las rectas DP, ; 


XQ y por eje la recta AT. 
Puesto que el cilindro cuya sección por el eje da el paralelo- 
gramo PQ es el doble del cilindro por cuyo eje pasa el paralelo- 


gramo DA [Elem. XII 13] —ya que tienen iguales sus bases y un . 


eje doble del otro eje— este mismo cilindro, cuya sección por el 
eje da el paralelogramo DA, será el triple del cono cuyo vértice 


2 Es decir, «réstense de los dos miembros de la igualdad». 
30 El generado por el triángulo AEZ, se entiende. 
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es el punto A y su base el círculo de diámetro BA, que es perpen- 
dicular a AT [Elem. XII 10]; luego el cilindro cuya sección por 
el eje da el paralelogramo ỌQ será el séxtuplo del cono indica- 
do. Y se había demostrado que el elipsoide era el cuádruple del 
mismo cono; luego el cilindro es una vez y media el elipsoide. 


PROPOSICIÓN 4 


Que todo segmento cortado de un paraboloide de revolución 
mediante un plano perpendicular al eje es una vez y media el 
cono que tiene la misma base y el mismo eje que el segmento, 
se estudia por este método así: 

Sea un paraboloide de revolución y córtelo por el eje un 
plano y produzca como sección en la superficie [Con. esf. 11a] 
la sección de cono rectángulo ABT, y córtelo también otro pla- 
no perpendicular al eje y sea la sección común la recta BT; sea 
AA el eje del segmento y prolónguese AA hacia O y póngase 
AQ igual a ella y considérese AG una balanza, y su punto medio 
A; y sea la base del segmento el círculo de diámetro BT, que es 
perpendicular a AA, y considérese el cono que tiene por base un 
círculo cuyo diámetro es BF y por vértice el punto A; sea, por 
otro lado, el cilindro que tiene por 
base el círculo cuyo diámetro es BI y SE. rae A 
por eje AA; y en el paralelogramo trá- 
cese MN que sea paralela a BI; y por 
MN constrúyase un plano perpendi- Y 
cular a AA; éste producirá en el cilin- 2 4 Va 4 
dro como sección un círculo cuyo NJ 
diámetro es MN, y en el segmento 
del paraboloide producirá como sec- 
ción un círculo cuyo diámetro es ZO ECN $ 

[Con. esf. 11a]. 

Y puesto que BAT es la sección de un cono rectángulo, AA 

es un diámetro, y puesto que ZE, BA han sido trazadas ordena- 
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damente, AA es a AZ como el cuadrado de lado BA al cuadrado 
de lado ZŁ. Y AA es igual a AO. Luego OA es a AZ como el 


cuadrado de lado MZ. es al cuadrado de lado £E?! Por otro lado, 


el cuadrado de lado MZ es al cuadrado de lado £E como el círcu- 
lo que está en el cilindro, cuyo diámetro es MN, es al círculo que 


está en el segmento del paraboloide, cuyo diámetro es ZO 
[Elem. XII 2]. Luego OA es a AE como el círculo cuyo diámetro : 


es MN es al círculo cuyo diámetro es ZO. Luego el círculo cuyo 


diámetro es MN, el del cilindro, si permanece en el lugar en que | 


está, estará en equilibrio, respecto al punto A, con el círculo 
cuyo diámetro es ZO, una vez transportado éste y puesto en la 


balanza en el punto O), de modo que O sea su centro de grave- * 
dad; y el centro de gravedad del círculo cuyo diámetro es MN es ` 
Y [Lema 7], mientras que el centro de gravedad del círculo cuyo ; 
diámetro es ZO, una vez transportado, es ©; y OA guarda con | 


A2 la razón inversa de la que guarda el círculo cuyo diámetro es 
MN con el círculo cuyo diámetro es 30”. 

De manera semejante se demostrará también que si en el 
paralelogramo ET se traza alguna otra paralela a BT y por la 
recta trazada se construye un plano perpendicular a AO, el círcu- 


lo resultante en el cilindro, si permanece en su mismo sitio, se ¡ 


equilibrará respecto al punto A con el resultante en el segmento 


del paraboloide una vez trasladado a la balanza al punto O, de . 


manera que Ó sea su centro de gravedad. 


Y así, una vez completados el cilindro y el segmento del ; 


paraboloide, el cilindro, si permanece en su mismo sitio, se 
equilibrará, respecto al punto A, con el segmento del paraboloi- 


de, una vez trasladado éste y puesto en la balanza en el punto O, de ; 


tal manera que O sea su centro de gravedad. 


2 En Cuadr: paráb. 3 aparece enunciado como proposición el argumento 


aquí empleado, pero para la demostración remite a los libros (perdidos) de : 


Cónicas. 
8. Es decir, que los brazos de la palanca son inversamente proporcionales a 
los círculos situados en sus extremos. 
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Y puesto que las magnitudes mencionadas se equilibran res- 
pecto al punto A y el punto K es el centro de gravedad del cilin- 
dro, al estar cortada por la mitad AA en el punto K [Lema 8], y 
el centro de gravedad del segmento trasladado es O, la recta OA 
guardará con la AK la razón inversa de la que guarda el cilindro 
con el segmento. Y OA es el doble de AK; luego también el ci- 
lindro es el doble del segmento. Pero ese mismo cilindro es el 
triple del cono que tiene por base el círculo cuyo diámetro es 
BT y por vértice el punto A [Elem. XII 10]. 

Es evidente, por tanto, que el segmento es una vez y media 
el mismo cono. 


PROPOSICIÓN 5 


Que en un segmento de un paraboloide de revolución, cor- 
tado por un plano perpendicular al eje, el centro de gravedad 
está sobre la recta que es el eje del segmento, si se corta dicha 
recta de manera que la parte que queda hacia el vértice sea el 
doble que la parte restante, se estudia por este método así: 

Sea un segmento de un paraboloide de revolución cortado 
mediante un plano perpendicular al eje y córtelo por el eje otro 
plano y produzca como sección en la superficie la sección 
ART de un cono rectángulo [Con. esf. 1ta], y sea BT la sec- 
ción común del plano que ha cortado el segmento y del que 
ahora lo corta; sea el eje del segmento y diámetro de la sección 
ABT la recta AA y, prolongada AA, póngase igual a ella la 
recta AO; considérese AO una balanza y A su punto medio, y 
sea también un cono inscrito en el segmento y sean sus gene- 
ratrices BA, AT y trácese en la sección del cono rectángulo 
una recta ZO paralela a BT y corte ésta? a la sección del cono 
rectángulo en los puntos Z, O y a las generatrices del cono en 
los puntos IT, P. 


3 Es decir, ZO. 
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Puesto que en la sección del cono rectángulo las rectas EX, 


10 BA han sido trazadas perpendiculares al diámetro, entonces AA ` 


es a AZ como el cuadrado de 


[Cuadr: paráb. 3]. Por otro lado, 
AA es a AZ como BA a MÈ 
[Elem.V14]; y BA es a ITE como 
el cuadrado de lado BA es al rec- 
tángulo comprendido por BA, 
TIZ, Luego también el cuadrado 
de lado BA será al cuadrado de 
lado ZE como el cuadrado de la- 
15 do BA al rectángulo comprendido por BA, ITE. Luego el cua- 
drado de lado ZÈ es igual al rectángulo comprendido por BA, 
TIZ [Elem. V 9]. Luego las rectas BA, £Z, ETI están en propor- 
ción** [Elem. VI 17], y por ello BA es a TIE como el cuadrado de 
lado Z2 es al cuadrado de lado XII [Elem. V def. 9]. Por otro 


20 lado, BA es a TIE como AA es a AY, es decir, como OA esa AY. 


Luego OA es a AZ como el cuadrado de lado EF es al cuadrado 
de lado XII. 

Constrúyase por ZO un plano perpendicular a AA: éste pro- 
ducirá en el segmento del paraboloide de revolución un círculo 
cuyo diámetro será ZO [Con. esf. 11a], y en el cono producirá 


25 un círculo cuyo diámetro será [IP [Elem. XII 2]. Y puesto que 


GA es a AZ como el cuadrado de lado ZE es al cuadrado de lado 
211 y, por otro lado, el cuadrado de lado ZÉ es al cuadrado de 
lado XII como el círculo cuyo diámetro es ZO es al círculo 
cuyo diámetro es TIP, entonces OA será a AX como el círcu- 


462 lo cuyo diámetro es ZO es al círculo cuyo diámetro es TIP. 


Luego el círculo cuyo diámetro es ZO, si permanece en su mis- 
mo sitio, estará en equilibrio, respecto al punto A, con el círculo 
cuyo diámetro es TP, una vez trasladado éste al punto O de la 
s balanza de manera que O sea su centro de gravedad. 


% Entiéndase: «en proporción continua», es decir, BA : EZ :: YE : IM. 


lado BA al cuadrado de lado EX, | 
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Puesto que el centro de gravedad del círculo cuyo diámetro 
es ZO, si permanece en su mismo sitio, es È, mientras que, 
como se ha dicho, el centro de gravedad del círculo cuyo diá- 
metro es TIP, una vez trasladado, es O, y puesto que OA guarda 
con AZ una razón inversa de la que guarda el círculo cuyo diá- 
metro es ZO con el círculo cuyo diámetro es TIP%, entonces 
estarán en equilibrio respecto al punto A. 

De la misma manera se demostrará también que si en la 
sección del cono rectángulo se traza alguna otra recta paralela 
a BI y por la recta trazada se construye un plano perpendicular a 
AA, el círculo resultante en el segmento del paraboloide, si per- 
manece en su mismo sitio, estará en equilibrio, respecto al pun- 
to A, con el círculo resultante en el cono, una vez trasladado y 
puesto en el punto O de la balanza, de manera que O sea su 
centro de gravedad. 

Por consiguiente, una vez completados el segmento y el 
cono mediante los círculos, la suma de todos los círculos del 
segmento, si permanecen en su mismo sitio, estará en equili- 
brio, respecto al punto A, con la suma de todos los círculos del 
cono, una vez trasladados y puestos en el punto O de la balanza 
de manera que su centro de gravedad sea ©. 

Por consiguiente, también el segmento del paraboloide de 
revolución, si permanece en su mismo sitio, está en equilibrio 
respecto al punto A con el cono, trasladado y puesto en el punto 
O de la balanza de manera que su centro de gravedad sea O. 

Puesto que el centro de gravedad de ambas magnitudes to- 
madas como una sola es A y puesto que el centro de gravedad 
del cono trasladado es O, entonces el centro de gravedad de la 
magnitud restante está sobre la recta AO prolongada hacia A y 
tomada de ella la recta AK de tal longitud que AO guarde con 
ella% la misma razón que guarda el segmento con el cono [Le- 
ma 2]. Y el segmento es una vez y media el cono [Prop. 4]; luego 


35 Cf n. 32. 
36 Es decir, «con AK». 
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también OA es una vez y media AK y K es el centro de grave- 
dad del paraboloide, una vez cortada AÁ de tal manera que la 
parte que tiene hacia el vértice del segmento sea el doble de 
la que está hacia la parte restante del segmento. 


PROPOSICIÓN 6 


En toda semiesfera el centro de gravedad está en la recta que | 


es su eje, una vez cortada de tal manera que el segmento de la 


misma que está hacia la superficie de la semiesfera guarde con : 


el segmento restante la razón de cinco a tres. 


Sea una esfera y córtela un plano por el centro y resulte en ! 
la superficie el círculo ABTA como sección; sean AT y BA diá- | 
metros del círculo perpendiculares entre sí; por BA constrúyase | 
un plano perpendicular a AT; y sea un cono que tenga por base ` 


el círculo de diámetro BA y por vértice el punto A; sean BA, AA 
las generatrices del cono; y prolónguese FA y póngase AO 


igual a TA y considérese la recta OT una balanza y A su punto ' 


medio; y trácese en el semicírculo BAA la recta ZO que sea 


paralela a BA; corte ésta al contorno del semicírculo en los pun- ` 
tos Z, O; a las generatrices del cono en los puntos II, P; a la : 
recta AT en el punto E; y por la recta ZO constrúyase un plano . 


perpendicular a la recta AE. Este plano producirá como sección 


en la semiesfera un círculo cuyo diámetro será ZO, y como | 


sección en el cono un círculo cuyo diámetro será IIP. 
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Y puesto que AT es a AE como el cuadrado de lado ZA al 
cuadrado de lado AE [Elem. VI 31; VI 8, corol.; V def. 9], mien- 
tras que la suma de los cuadrados de lados AE, EZ es igual al 
cuadrado de lado ZA [Elem. I 47} y, por otra parte, EIT es igual a 
AE [Elem. V14], entonces AT es a AE como la suma de los cua- 
drados de lados ZE, ETI al cuadrado de lado EIL Y la suma de 
los cuadrados de lados ZE, ETI es al cuadrado de lado EII como 
el círculo de diámetro ZO más el círculo de diámetro [IP al 
círculo de diámetro [IP [Elem. XII 2], y PA es igual a AO. Lue- 
go OA es a AE como el círculo de diámetro ZO más el círculo 
de diámetro IIP al círculo de diámetro TIP. Luego ambos círculos, 
los que tienen por diámetros ZO, IIP, si permanecen en su mis- 
mo lugar, estarán en equilibrio, respecto al punto A, con el círcu- 
lo de diámetro ITP, una vez trasladado y puesto en el punto ©, de 
tal manera que O sea su centro de gravedad. Y puesto que E es el 
centro de gravedad de los dos círculos que tienen por diámetros 
ZO, HP, si permanecen en su mismo sitio, [Lema 7], mientras 
que © lo es del círculo cuyo diámetro es TIP, una vez trasladado, 
entonces EA es a AO como el círculo cuyo diámetro es IIP es a 
la suma de los círculos cuyos diámetros son ZO, IP. 

De manera semejante también, si se traza en la semicircun- 


ferencia” otra paralela a BHA, y por la recta trazada se constru- 3 


ye un plano perpendicular a AT, la suma de los dos círculos 
-—e] generado en la semiesfera y el del cono—, si permanecen 
en su mismo sitio, estará en equilibrio, respecto al punto A, con 
el círculo generado en el cono, una vez trasladado y puesto en el 


“punto O de la balanza. 


Una vez completados la semiesfera y el cono mediante los 
círculos, todos los círculos de la semiesfera más los del cono, si 


3? En este pasaje, de lectura dudosa, Heiberg propone «sección del cono 
rectángulo» tanto en la edición griega como en la versión latina. Fue seguido 
en ello por Mugler en el texto griego y en su traducción; no obstante, corregi- 
mos el error, manifiesto, por sugerencia de M. Martínez = precedido por Ver 
Eecke (trad. cit., vol. II, pág. 498). 
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permanecen en su mismo sitio, estarán en eguilibrio, respecto 
al punto A, con todos los círculos del cono, una vez trasladados 
y puestos en la balanza en el punto O, de tal manera que su 
centro de gravedad sea O. De manera que la semiesfera más el 
cono, si permanecen en su mismo sitio, estarán en equilibrio, 
respecto al punto A, con el cono, una vez trasladado y puesto en 
la balanza en el punto O, de tal manera que su centro de grave- 
dad sea el punto O”. 

Sea el cilindro MN, colocado en O, igual al cono ABA y 
córtelo un plano perpendicular al eje de tal manera que el ci- 
lindro M esté en equilibrio, respecto al punto A, con el cono; 
entonces, la parte restante N estará en equilibrio con la semies- 
fera. Tómese entonces en la recta AH el punto ® de tal manera 
que AD = 3 DH; entonces D será el centro de gravedad del 
cono [Lema 10]. 

Tómese, además, el punto X de manera que AH : AX = 8: 5. 
Puesto que el cilindro M está en equilibrio, respecto al punto A, 
con el cono ABA, el cilindro M será al cono ABA como DA : 
OA, es decir, como 3 : 8. Y el cono ABA es igual al cilindro MN; 
luego el cilindro MN es al cilindro M como 8 : 3. Por consi- 
guiente [Elem. V 17], el cilindro N es al cilindro MN como $ : 
8; o el cono ABA es al cilindro N como 8 : 5, es decir, como AH 
: AX. Y puesto que la esfera es cuatro veces mayor que el cono 
que tiene por base el círculo de diámetro BA y por eje AH 
[Prop. 2], entonces la semiesfera será al cono ABA como 2 : 1, 
es decir, como AO : AH. Y entonces, ex aequali”, la semiesfera 
será al cilindro N como AO : AX. Y el cilindro N, cuyo centro de 
gravedad es O, estará en equilibrio con la semiesfera respecto 


3 El palimpsesto griego es lacunoso a partir de este punto y hasta el final 
de la proposición (la parte correspondiente a los fols. 170v col. 2; 163r col. 2 
—donde se lee poco más de una decena de palabras—; 157r col. 1). Presenta- 
mos en cursiva la traducción de la reconstrucción sugerida por Heiberg a tenor 
de la prop. 9 (478, 23 y ss). 

% Para la proporción ex aequali (di? ísou), Cf. vol. 1, Introducción, 
pág. 52. 
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al punto A. Luego el centro de gravedad de la semiesfera es el 
punto X, que corta al eje de tal manera que la parte colocada 
hacia la superficie de la semiesfera guarda con la restante la 
razón de 5 : 3. 


PROPOSICIÓN 7 


Por este método se estudia también que todo casquete esfé- 
rico guarda con el cono que tiene la misma base y el mismo eje 
que el casquete, la misma razón que guarda la suma del radio de 
la esfera más la altura del casquete restante con la altura del 
casquete restante”, 

Sea, pues, una esfera cuyo círculo máximo sea ABITA y sean, 
por otra parte, diámetros perpendiculares entre sí AT, TY, y 
córtela un plano perpendicular a AT que produzca un casquete 
que tenga como base el círculo de diámetro BA, y corte BA a la 
recta AT en H y sobre ese círculo constrúyase un cono que ten- 
ga por vértice A. Además, constrúyase sobre el círculo de diá- 
metro TY un cono que tenga el mismo vértice, y una vez trazada 
la superficie de éste, el plano trazado por BA produzca en el 
cono como sección un círculo de diámetro EZ; y en el mismo 
plano, con centro H y radio igual a la recta AT trácese un círcu- 
lo de diámetro KA, y sobre él constrúyase un cilindro que tenga 
por eje AH, del cual sea DA el paralelogramo que lo atraviesa 
por el eje. Por otro lado, prolongada la recta AF por ambos 
extremos, sea T'O igual al radio de la esfera y sea AO = AT, y 


% El texto —ilegible— de 160v col. 2 y 157v col. 1 contenía la descripción 
de la construcción de la figura, Ofrecemos la versión propuesta por Heiberg 
siguiendo la pauta de Prop. 2 (438, 29 y ss). Nótese la anomalía de que en el 
diagrama se emplea la letra ® dos veces, para designar dos puntos diferentes: 
el extremo inferior izquierdo del rectángulo de diámetro DA —que se usa so- 
tamente en la descripción de la construcción— y un punto de corte de la recta 
AH tal y como se describe en 472, 5-7 —al que se hace referencia a partir de 
ahí y hasta el final de la proposición. 
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considérese la recta TO una balanza y A su punto medio. En el 


paralelogramo DA trácese la recta MN paralela a la recta BA, ` 


y desde MN constrúyase un plano perpendicular a AT. Éste 
producirá en el cilindro como sección un círculo cuyo diámetro 


es MN, y en el casquete de la esfera producirá como sección un | 


círculo cuyo diámetro es Z0, y en el cono cuya base es el círcu- 


Z cuyo diámetro es IIP. 


si permanece en su mismo 
sitio, está en equilibrio, respecto al 
punto Á, con la suma de los dos 


E M X balanza, de manera que el centro 
de gravedad de cada uno de ellos 
sea O, Y lo mismo con todos los círculos. Y una vez completa- 


dos el cilindro y el cono y el casquete de la esfera mediante los 


círculos, el cilindro, si permanece en su mismo sitio, estará en . 


equilibrio con la suma del cono más el casquete de la esfera, una 
vez trasladados y puestos en el punto © de la balanza. 

Córtese la recta AH por los puntos D, X, de manera que AX 
sea igual a XH, y que HO sea la tercera parte de AH. Entonces 
X será el centro de gravedad del cilindro [Lema 8] por ser el 
punto medio del eje AH. Puesto que las magnitudes indicadas 


están en equilibrio respecto al punto A, el cilindro será a la ; 
suma del cono cuya base tiene por diámetro EZ más el casquete : 
esférico BAA como OA es a AX. Y puesto que HA es el triple . 
de HO, el rectángulo comprendido por TH, HO es la tercera | 


parte del comprendido por AH, HT [Elem.VI 8, corol.; VI 17]. 
Pero el cuadrado de lado HB es igual al rectángulo comprendi- 
do por AH, HT [Elem. VI 8, corol.; VI 17]. Luego el rectángulo 


lo de diámetro EZ y su vértice el | 
punto A producirá un círculo ¡ 


De manera semejante a lo an- : 
terior, se demostrará que el círcu- ` 
lo cuyo diámetro es MN, ` 


círculos de diámetros ZO, TIP, una : 
vez transportados al punto © de la ' 
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comprendido por TH, HO será también la tercera parte del cua- 
drado de lado BH. Y AFF = 3 AH x HO = 3 AX x A®, puesto que 
AH: AX :: AD: BH = 2. Y puesto que OA = KH y AH = HE, 
entonces como OA? : 1/3 AH”, así será el cilindro cuya base es 
el círculo de diámetro KA al cono AEZ. Y el cuadrado de OA : 
1/3 AH :: OA? : AX x AD; por lo cual OA? : AX x AD como el 
cilindro al cono. Se había demostrado también que VA es a AX 
como el cilindro cuya base es el círculo de diámetro KA es al 
casquete ABA de la esfera más el cono. Y OA = AT = AG + 
OT, por lo cual OA? : AD x AX + BT x AX como el cilindro es 
al casquete ABA más el cono AEZ. Por tanto, será OA: DT x 
AX como el cilindro al casquete. Pero como OA? : 1/3 BFP, así 
es el cilindro al cono ABA; y OA? : 1/3 BH” :: OA? :: FH x HO; 
luego, como ØX x AX :: TH x HS así es el casquete ABA al 
cono ABA. 

Y puesto que AH = 2AX = AD + DH = 3 DH, y Pr = DH + 
HT = 1/3 AH + HT, será PI x AX = 1/3AH x 3NPH+HT x 
3/2 DH = DH x (112 AT + HT) = DH x HQ. 

Luego como HQ : HT, así es el segmento ABA al cono ABA. 


PROPOSICIÓN 8 


De manera semejante se estudia también por este mismo 
método que todo segmento de elipsoide cortado mediante un 
plano. perpendicular” guarda con el cono que tiene la misma 
base y el mismo eje” la misma razón que guardan la suma de la 
mitad del eje del elipsoide más el eje del segmento opuesto con 
el eje del segmento opuesto. 


41 Perpendicular «al eje», se entiende. 
2 «Que el segmento», se entiende, 


4748 


2 


© 


2 


ta 


47 


EN 


ua 


21 


25 


298 ARQUÍMEDES 


PROPOSICIÓN 9 


El centro de gravedad de todo casquete esférico está sobre 


la recta que es el eje del casquete dividida de tal manera que la 


parte de ella que está hacia el vértice del casquete guarde con į 


la parte restante la razón que guardan la suma del eje del cas- 
quete más el cuádruple del eje del casquete opuesto con la suma 


del eje del casquete más el doble del eje comprendido por el 


casquete opuesto*, 

Sea una esfera y mediante un plano perpendicular córtese 
de ella un casquete y, cortada la esfera por el centro mediante 
otro plano*, sea el círculo ABTA su sección en la superficie y 


sea la recta BA su sección en el plano que ha cortado el casque- | 


te; y sea la recta TA un diámetro perpendicular a BA y córtela 


en el punto H, de modo que la recta AH será el eje del casquete | 
cuyo vértice es el punto A, y HT el eje del casquete opuesto. ; 


Córtese la recta AH en el punto X de manera que AX sea a XH 


como la suma de AH más el cuádruple de HI es a la suma de | 


AH más el doble de HT. 

Digo que X es el centro de gravedad del casquete cuyo vér- 
tice es el punto A...*, 

Y prolónguese AT y póngase AO igual a ella y sea PS igual 
al radio de la esfera y considérese [0 una balanza y su punto 
medio A; trácese también un círculo en el plano que cortó el cas- 
quete, con centro en H y radio igual a AH, y sobre este círculo 
constrúyase un cono que tenga por vértice el punto A, y sean AE, 
AZ las generatrices del cono, y trácese KA paralela a EZ y corte 
a la superficie del casquete en los puntos K, A; a las generatrices 
del cono AEZ en los puntos P, O, y a la recta AT en el punto II. 


43 La laguna que sigue ha sido suplida por Heiberg a tenor de Prop. 10 (482, 
31 y ss.). 

4 Plano que ha de ser perpendicular al anterior. 

45 Sigue una laguna de aproximadamente 11 líneas en el palimpsesto; hasta 
ahora no ha sido posible colmarla. 
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Puesto que AT es a AIT como el cuadrado de lado KA al 
cuadrado de lado AII [Elem. III 31; VI 8, corol.; V def. 9] y 
dado que la suma de los cuadrados de lados ATI, IK es igual al 
cuadrado de lado KA [Elem. 1 47] y el cuadrado de lado ITO es 
igual al cuadrado de lado ATI [Elem. VI 4], y puesto que tam- 
bién el cuadrado de lado EH es igual al cuadrado de lado AH, 
entonces también TA es a ATI como la suma de los cuadrados 
de lados KII, ITO al cuadrado de lado OIT. Por otra parte, la 
suma de los cuadrados de lados KTI, ITO es al cuadrado de lado 
TO como la suma del círculo de diámetro KA más el círculo de 
diámetro OP al círculo de diámetro OP [Elem. XII 2], y TA es 
igual a AO. Luego OA es a ATI como la suma del círculo de 
diámetro KA más el círculo de diámetro OP es al círculo de diá- 
metro OP. 


Por consiguiente, puesto que la suma de los círculos de diá- 
metros KA, OP es al círculo de diámetro OP como AO es a ITA, 
trasládese el círculo de diámetro OP y póngase en el punto O de 
la balanza, de modo que O sea su centro de gravedad. Por tanto, 
OA es a ATI como la suma del círculo de diámetro KA más el 
círculo de diámetro OP, si permanecen en su mismo sitio, al 
círculo de diámetro OP, una vez trasladado y puesto en el punto 
O de la balanza, de manera que O sea su centro de gravedad. 
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Entonces, los círculos —el del casquete BAA más el del cono 
AEZ— están en equilibrio, respecto al punto A, con el del 
cono AEZ. Y de manera semejante todos los círculos del cas- 
quete BAA y del cono AEZ, si permanecen en su mismo sitio, 
están en equilibrio respecto al punto A con todos los círculos 
del cono AEZ, una vez trasladados y colocados en el punto Y de 
la balanza, de manera que © sea su centro de gravedad. 

De modo que la suma del casquete esférico ABA más el 
cono AEZ, si permanecen en su mismo sitio, están en equili- 
brio, respecto al punto A, con el cono EAZ, una vez trasladado 
y puesto en el punto O de la balanza, de manera que 0 sea su 
centro de gravedad. 

Sea el cilindro MN igual al cono que tiene por base el círcu- 
lo de diámetro EZ y por vértice el punto A, y córtese la recta AH 
por el punto © de manera que AH sea el cuádruple de DH; en- 
tonces, el punto O es el centro de gravedad del cono EAZ —ya 
lo escribimos antes [Lema 10]—. Y córtese el cilindro MN me- 
diante un plano que lo corte perpendicularmente*, de manera 
que el cilindro M esté en equilibrio con el cono EAZ. 

Puesto que la suma del cono EAZ más el casquete ABA, si 
permanecen en su mismo sitio, están en equilibrio con el cono 
EAZ, una vez trasladado y puesto en el punto © de la balanza, 
de modo que 0 sea su centro de gravedad, y ya que el cilindro 
MN es igual al cono EAZ y cada uno de los cilindros M, N 
están puestos en el punto O y el cilindro MN está en equilibrio 
con ambos”, también N estará en equilibrio, respecto al punto 
A, con el casquete esférico. Y el casquete esférico BAA es al cono 
cuya base es el círculo de diámetro BA y su vértice el punto A 
como la recta ZH a HT —ya lo escribimos antes [Prop. 7]-—. Y 
el cono BAA es al cono EAZ como el círculo de diámetro BA 


4% «Perpendicularmente al eje», se entiende. 

47 Es decir, con el casquete ABA y el cono AEZ mencionados en el párrafo 
anterior. Heiberg teme, no obstante, que se haya producido algún error bien en 
la transmisión del texto, bien en su propia lectura. 
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es al círculo de diámetro EZ [Elem. XII 11]; y el círculo es al 
círculo como el cuadrado de lado BH es al cuadrado de lado 
HE [Elem. XII 2]; y el rectángulo comprendido por TH, HA es 
igual al cuadrado de lado BH [Elemn. 111 31; VI 8, corol.], y el 
cuadrado de lado HA es igual al de lado HE; y el rectángulo 
comprendido por TH, HA es al cuadrado de lado HA como la 
recta TH es a HA. Luego el cono BAA es al cono EAZ como 
la recta TH a HA. 

Y se había demostrado ya que el cono BAA es al casquete 


BAA como la recta TH a HS; luego, ex aequali el casquete BAA : 


es al cono EAZ como la recta ZH a HA. Y puesto que la recta 
AX es a XH como la suma de la recta HA más el cuádruple de 
HT es a la suma de AH más el doble de HT, tomando la propor- 
ción invertida [Elem. V 7, corol.] la recta HX será a XA como 
la suma del doble de la recta TH más la recta HA a la suma 
de la recta cuádruple de la recta TH más HA. Por composición 
[Elem. V 18], HA es a AX como la suma del séxtuplo de FH 
más el doble de HA es ala suma de HA más el cuádruple de HT. 
Y HS es la cuarta parte de la suma del séxtuplo de HT más el 
doble de HA, mientras que T'O es la suma del cuádruple de HT 
más HA: esto es evidente*, Luego HA es a AX como HH es a 
To [Elem. V 15]. De manera que también [Elem. V 16] 2H es 
a HA como FO a XA. Y también se había demostrado que ZH 
es a HA como el casquete cuyo vértice es el punto A y su base 
el círculo de diámetro BA es al cono cuyo vértice es el punto A 
y su base el círculo de diámetro EZ. Luego el casquete BAA es 
al cono EAZ comoT0D es a XA. 

Y puesto que el cilindro M está en equilibrio, respecto al 
punto A, con el cono EAZ y el punto O es el centro de gravedad 
del cilindro, mientras que el punto O lo es del cilindro, entonces 


4 Heiberg explica la evidencia haciendo ver que 3/2 HT + 1/2 HA = HT + 
1/2 (TH + HA) = HT + 1/2 AT = HT + TE; y HT + 1/4 HA = TH + HỌ; o, de 
otro modo: 2 AH +6 AT =2 AT +4TH=4T5+4TH=4 HS; AH +4TH = 
40H+4TH=4T0. 
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el cono EAZ es al cilindro M como OA es a AD —es decir, | 
como T'A a AQD-. Y el cilindro MN es igual al cono EAZ. Lue- . 


go, por descomposición” [Elem. V 17] el cilindro MN es al ci- 


lindro N como la recta AT a TO, Y el cilindro MN es igual al | 


cono EAZ; luego el cono EAZ es al cilindro N como la recta TA 
es a TO —es decir, como OA a TO-. Y se había demostrado 
también que el casquete BAA es al cono EAZ como la recta TO 


a XA; luego, ex aequali, el casquete ABA será al cilindro N i 


como la recta OA a AX. Y se había demostrado que el casquete 


BAA está en equilibrio”, respecto al punto A, con el cilindro N, ` 
y el centro de gravedad del cilindro N es €. Luego el punto X es 


el centro de gravedad del casquete BAAS!, 


PROPOSICIÓN 10 


De manera semejante a esto se estudia también que el centro 


de gravedad de todo segmento de elipsoide de revolución está | 


sobre la recta que es el eje del segmento, dividida la recta de tal 
manera que la parte de ella que está hacia el vértice del segmen- 
to guarde con la parte restante la razón que guardan la suma del 
eje del segmento más el cuádruple del eje del segmento opuesto 
con la suma del eje del segmento más el doble del eje compren- 
dido en el segmento opuesto. 


PROPOSICIÓN 11 


También se estudia por este método que todo segmento de 


un hiperboloide de revolución guarda con el cono que tiene la ` 


misma base y el mismo eje que el segmento, la misma razón 


*% Para la descomposición de razones, cf. vol. 1, Introducción, pág. 52. 
% «Si permanece en su sitio», hay que entender, 
5 [La figura]. 
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que guardan la suma del eje del segmento más el triple de la 
recta añadida al eje”, con la suma del eje del segmento del hi- 
perboloide más el doble de la recta añadida al eje; y que el cen- 
tro de gravedad del hiperboloide “se encuentra*> sobre el eje, 
una vez cortado de tal manera que el segmento que está hacia el 
vértice guarde con el segmento restante la razón que guarda la 
suma del triple del eje más el óctuplo de la recta añadida con 
la suma del eje del mismo hiperboloide más el cuádruple de la 
recta añadida al mismo. - 

Y otras muchas más cosas... estudiadas... dejaremos de la- 
do**..., puesto que el método ha sido ejemplificado mediante lo 
dicho anteriormente. 


PROPOSICIÓN 12 


Por este método se estudia que, si en un prisma recto que 
tiene cuadrados como bases se inscribe un cilindro con sus ba- 
ses en los cuadrados opuestos y su superficie” tangente a las 
cuatro caras* restantes, y por el centro del círculo que es la base 
del cilindro y por un lado del cuadrado opuesto se traza un pla- 
no, la figura cortada” por el plano trazado es la sexta parte del 
prisma entero. Tras mostrarlo, volveremos atrás para la demos- 
tración geométrica. 

Considérese un prisma recto que tenga por bases cuadrados 
y un cilindro inscrito en el prisma, según se ha dicho; una vez 


32 Cf. Con. esf. 25; la recta añadida (o «añadida al eje») es la que une el 
punto más elevado de la hipérbola con el punto de intersección de las asíntotas; 
cf. vol. I, Introducción, págs. 48-49. 

5% Así suple Heiberg en su versión latina la ausencia de verbo en el original, 

5 Tomo la conjetura perileípsomen propuesta por Heiberg en lugar de la 
lectura perilépsomen del palimpsesto. 

35 «Superficie lateral», se entiende. 

36 [Paralelogramos]. 

37 «Cortada del cilindro», se entiende. 
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cortado el prisma por su eje mediante un plano perpendicular al 
plano que corta del cilindro el segmento, sea el paralelogramo 
AB la sección del prisma que contiene el cilindro y sea la recta 
BT la sección común al plano que ha cortado del cilindro el 
segmento y al plano trazado, a través del eje, perpendicular al 
plano que ha cortado del 
cilindro el segmento; y 
sea la recta TA el eje del 
prisma y del cilindro y 
córtela por la mitad 
y perpendicularmente la 
recta EZ, y por EZ cons- 
trúyase un plano perpen- 
dicular a PA. 

Éste producirá como 
sección en el prisma un 
cuadrado y como sección 
en el cilindro un círculo, 
Sea el cuadrado MN la 
sección del prisma y el 
círculo ZOTTP la del cilindro; y sea el círculo tangente a los 
lados del cuadrado en los puntos E, O, II, P; y sea la recta KA 
la sección común al plano que ha cortado del cilindro el seg- 
mento y al plano trazado por EZ perpendicular al eje del cilin- 
dro. La recta TIOZ* la corta por la mitad. Trácese en el semi- 
círculo OTIP una recta ET perpendicular a TIX y prolónguese el 
plano construido por £T perpendicular a ZII por ambos lados 
del plano en que está el círculo ZOTIP. En el semicilindro cuya 
base es el semicírculo OITP y su altura el eje del prisma produ- 
cirá como sección un paralelogramo del cual un lado será igual 
a ET y el otro será igual a la generatriz del cilindro; y en el seg- 
mento cortado del cilindro producirá como sección también un 
paralelogramo, del cual un lado es igual a ET y el otro igual a 


Á T N Q 


58 El punto O designa el centro del círculo. 
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NY. Quede así trazada en el paralelogramo AE la recta NY, pa- 
ralela a BQ, de modo que corte la recta El igual a la recta HX. 

Y puesto que ET es un pa- 
ralelogramo y NI es paralela a 
OT y EO, FB han sido traza- 
das pasando por ellas, EO es a 
OI como QT es a IN —es de- 
cir, como BQ a YN [Elem. VI 
4])—. Por otro lado, BQ es a 
YN como el paralelogramo 
resultante en el semicilindro 
es al paralelogramo resultante 
en el segmento cortado del ci- 
lindro [Elem. V11] —pues ET 
es el mismo lado de ambos paralelogramos—. Y EO es igual a 
OTI, e IO es igual a XO. Y puesto que IO es igual a OZ, enton- 
ces OZ es a OX como el paralelogramo resultante en el semici- 
lindro al resultante en el segmento cortado del cilindro. 

Considérese trasladado el paralelogramo que hay en el seg- 
mento y puesto en E de manera que su centro de gravedad sea 
Z, y considérese además que TIZ es una balanza y que su punto 
medio es O. El paralelogramo del semicilindro, si permanece 
en su mismo lugar, estará en equilibrio, respecto al punto O, 
con el paralelogramo resultante en el segmento del cilindro, 
una vez transportado y puesto en el punto E de la balanza, de 
manera que el punto È sea su centro de gravedad. Y puesto que 
X es el centro de gravedad del paralelogramo resultante en el 
semicilindro [Lema 6], mientras que £ es el centro de gravedad 
del paralelogramo resultante en el segmento cortado, una vez 
transportado, y dado que ZO guarda con OX la misma razón 
que el paralelogramo cuyo centro de gravedad dijimos que era 
X con el paralelogramo cuyo centro de gravedad dijimos que 
era E, entonces el paralelogramo cuyo centro de gravedad es X 
estará en equilibrio, respecto al punto 6, con el paralelogramo 
cuyo centro de gravedad es 5. 
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De la misma manera se demostrará también que cuando en 


el semicírculo OIP sea trazada otra recta perpendicular a TIO, | 


y desde la recta trazada se construya un plano perpendicular a 
TIO y sea prolongado por ambos lados del plano en donde está 
el círculo SOTIP, el paralelogramo producido en el semicilin- 


dro, si permanece en el lugar en que está, estará en equilibrio | 


respecto al punto © con el paralelogramo producido en el seg- 
mento cortado del cilindro una vez transportado y puesto en la 
balanza en el punto 3 de manera que su centro de gravedad sea 
el punto E. 


Y también, por tanto, todos los paralelogramos resultantes | 


en el semicilindro, si permanecen en su mismo sitio, estarán en 


equilibrio, respecto al punto ©, con todos los paralelogramos - 


resultantes en el segmento cortado del cilindro, una vez trans- 
portados y puestos en la balanza en el punto E. 

De manera que el semicilindro, si permanece en su mismo 
sitio, estará en equilibrio, respecto al punto ©, con el segmento 
cortado”, una vez transportado y puesto en la balanza en el 
punto =, de manera que su centro de gravedad sea el punto È. 


PROPOSICIÓN 13 


Sean de nuevo el paralelogramo MN perpendicular al eje y 
el círculo ZOTIP, y trácense las rectas OM, OH y por ellas 
constrúyanse planos perpendiculares al plano en el que está se- 
micírculo OHP y prolónguense los dichos planos en ambos 
sentidos. Habrá un prisma que tendrá una base igual al triángu- 
lo MH y una altura igual al eje del cilindro; y este prisma es la 
cuarta parte del prisma entero que contiene al cilindro [Elerm, 


33 «Cortado del cilindro», se entiende. 

% Hace referencia al cuadrado y el círculo, resultantes de la sección del 
prisma y el cilindro, de la construcción descrita en la proposición 12 (486, 
8-25). 
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XI 32]. Trácense unas rectas en el semicírculo OHP y en el 
cuadrado MN, las rectas KA, TY equidistantes de la recta HIZ; 
éstas cortan a la semicircunferencia correspondiente al semi- 
círculo OTIP en los puntos K,T; al diámetro OP, en los puntos 
Y, Z y alas rectas OH, OM, en los puntos 6, X*!; y por las rectas 
KA, TY constrúyanse planos perpendiculares al diámetro OP y 
prolónguense por ambos la- 
dos del plano en el que está el 
círculo ZOTIP. El uno produ- 
cirá como sección, en el semi- 
cilindro que tiene por base el 
semicírculo OIP y por altura 
la misma que la del cilindro, 
un paralelogramo, un lado del 
cual es igual a la recta KÈ y el 
otro es igual al eje del cilin- 
dro, y en el prisma OHM pro- 
ducirá, de manera semejante, 
un paralelogramo, un lado del cual será igual a la recta AX y el 
otro igual al eje”; por las mismas razones, en el mismo semici- 
lindro habrá un paralelogramo, un lado del cual es igual a la 
recta TZ y el otro igual al eje del cilindro, y en el prisma habrá 
un paralelogramo un lado del cual será igual a YO y el otro igual 
al eje del cilindro*. 

Por lo cual los centros de gravedad de los paralelogramos 
que están sobre ZK, ZT % son los puntos medios de las rectas 
EE, ZT [Lema 6), y el centro de gravedad de la suma de ambos 
paralelogramos es el punto A”, en el cual la recta que une los 


$1 Como se ve en la figura —reconstruida por Heiberg, pues no aparece en 
el palimpsesto—, la recta KA corta a YH en el punto X y la TY corta a OM en 
el punto 6. 

& «Del cilindro», se entiende. 

$3 Falta el resto de la proposición hasta el final; incluimos la reconstrucción 
publicada por Heiberg. 

4 Entiéndase: «de diagonales EK, ZT». 
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centros de gravedad de los paralelogramos corta a la recta 
OI [Lema 3]. Por la misma razón, el centro de gravedad de 
los dos paralelogramos XA, Y® es el punto B’, en el cual la 
recta que une los puntos medios de las rectas XA, YB corta a 
la recta Z0. 

Entonces, (los paralelogramos que están sobre XK+ ZT): 
(paralelogramos que están sobre XA, YB) = XK : AX [Elem. VI 
1] = £K : AX [Elem. VI 1] = ZK: EP [Elem. VI 4; 133] = EK? 
:ZPxZK [Elem. V 15] = XP x XO: ZP x ZK [Elem. HI 31; VI 
17; VIS corol.] = XO: EK = ZP +2 XO: SK =4X+2X2:EK 
[Elem. VI 4] = INAX + XX: IN XK = B'O: A'0. 

Por tanto, esos paralelogramos están en equilibrio respecto 
al punto 0. l 

Y lo mismo valdrá para todos los paralelogramos construi- 
dos de la misma manera; por lo cual, también el semicilindro y 
el prisma HOM, una vez completados mediante esos paralelo- 
gramos, están en equilibrio respecto al punto O. Pero el semi- 
cilindro está en equilibrio, respecto al punto O, con el segmen- 
to de cilindro, colocado en E [Prop. 12]; y OZ =O; por lo 
tanto, el segmento colocado en TI está en equilibrio con el pris- 
ma HOM. Y el centro de gravedad del prisma está situado en la 
recta ZO [Lema 9lcortada de tal manera que la parte que está 
hacia O sea el doble de la restante [Lema 5]; luego el segmento 
del cilindro : prisma HOM = 2/3 30 : TIO = 2: 3, 

Y el prisma HOM es la cuarta parte del prisma entero; lue- 
go el segmento del cilindro es su sexta parte. 


PROPOSICIÓN 14% 


Sea un prisma recto que tiene por bases cuadrados y sea una 
de sus bases el cuadrado ABTA, e inscríbase un cilindro en el 


65 Para la traducción del texto resultado de la nueva lectura del palimpsesto, 
vid. Apéndice. 
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prisma, y sea la base del cilindro el círculo EZHO tangente a los 
lados del cuadrado ABTA en los puntos E, Z, H, 6, y por su 
centro y por un lado, el corres- 
pondiente a TA, del cuadrado 
situado en el plano opuesto a 
ABTA, trácese un plano. Éste 
cortará del prisma entero otro 
prisma que será la cuarta parte 
del prisma entero; éste estará 
comprendido él mismo por 
tres paralelogramos y dos 
triángulos opuestos entre sí. 
Trácese en el semicírculo EZH 
una sección de un cono rec- 
tángulo, y sea la recta ZK la parte de diámetro comprendida en 
la sección y trácese en el paralelogramo AH la recta MN que sea 
paralela a KZ. Ésta cortará a la semicircunferencia en el punto 
Z, y a la sección del cono en el punto A, 

Y el rectángulo comprendido por MNA es igual al cuadrado 
de lado NZ: eso es evidente". Por eso MN será a NA como el 
cuadrado de lado KH al cuadrado de lado AZ [Elem. VI 17; V 
def. 9]. 

Y por la recta MN constrúyase un plano perpendicular a 
EH. Este plano producirá como sección, en el prisma cortado 
del prisma entero, un triángulo rectángulo, del cual uno de los 
lados que forman el ángulo recto será MN; el otro” —en el 
plano construido a partir de TA, trazado perpendicular a T'A 
desde N—, será igual al eje del cilindro; la hipotenusa estará 
en el propio plano secante. En el segmento cortado del cilindro 
por el plano trazado por la recta EH y el lado correspondiente a 
TA del cuadrado opuesto, producirá como sección también un 
triángulo rectángulo, del cual uno de los lados que forman el 


% APOLONIO, I 11. 
$ «El otro cateto», se entiende. 
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ángulo recto será M3; el otro —en la superficie del cilindro— 
será la recta trazada por 3 perpendicular al plano KN; la hipo- 
tenusa estará en el plano que lo corta. 

De manera semejante, puesto que el rectángulo comprendi- 
do por MN, MA es igual al cuadrado de lado MZ —pues esto 


es evidente%.— MN será a MA como el cuadrado de lado MN | 
es al cuadrado de lado MZ [Elem. VI 17; V def. 9]. Por otra | 


lado, el cuadrado de lado MN es al cuadrado de lado ME como 
el triángulo sobre MN, el resultante en el prisma, es al triángulo 


sobre MÁ, el restado en el segmento por la superficie del cilin- 
dro [Elem. VI 19]; por tanto, MN es a MA como el triángulo es ` 


al triángulo. 


De manera semejante demostraremos también que, si se tra- 


za alguna otra recta paralela a KZ en el paralelogramo circuns- 


crito a la sección% y por la recta trazada se construye un plano | 
perpendicular a EH, el triángulo producido en el prisma será al | 


triángulo producido en el segmento quitado del cilindro como 


la recta trazada paralela a KZ en el paralelogramo AH a la recta | 


limitada por la sección EHZ del cono rectángulo y el diámetro 
EH. Una vez completado el paralelogramo AH mediante las 
rectas trazadas paralelas a KZ y el segmento comprendido por 
la sección del cono rectángulo y el diámetro mediante las rectas 
tomadas en el segmento...” 

... de las rectas trazadas paralelas a KZ en el paralelogramo 


AH; y todos los triángulos del prisma serán a todos los triángu- | 
los del segmento cortado del cilindro como todas las rectas del ' 


paralelogramo AH a todas las rectas situadas entre la sección 
del cono rectángulo y la recta EH. 


Y el prisma está compuesto de los triángulos que hay en el 


& Heiberg anota: Puesto que ME? = MH x ME (Elementos II 31; VI 8, ¡ 


corolario; VI 17) = HK? + MK? (Elementos U 5) = MN? + MN x NA = MN x 
(MN + NA). 
“9 «A la sección de cono rectángulo», entiéndase. 


7” El fol. 105r, col. 1 (dieciséis líneas de texto del palimpsesto), resultó 


ilegible para Heiberg. 
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prisma, el segmento está compuesto de los triángulos del seg- 
mento cortado del cilindro, el paralelogramo AH está compues- 
to de las paralelas a KZ que hay en el paralelogramo AH, y el 
segmento”! está compuesto de las rectas situadas entre la sec- 
ción del cono rectángulo y la recta EH. 

Luego el prisma es al segmento cortado del cilindro como el 
paralelogramo AH al segmento EZH comprendido por la sec- 
ción del cono rectángulo y la recta EH. Y el paralelogramo AH 
es una vez y media el segmento comprendido por la sección del 
cono rectángulo y la recta EH —eso ya está demostrado en lo 
que dimos a conocer anteriormente??—, luego también el pris- 
ma es una vez y media el segmento cortado del cilindro. Luego 
el segmento del cilindro es a dos como el prisma a tres; y el 
prisma es a tres como el prisma entero, el que contiene al cilin- 
dro, es a doce —por ser el uno cuatro veces el otro—- Luego el 
segmento cortado del cilindro es a dos como el prisma entero a 
doce; de manera que el segmento cortado del cilindro es la sex- 
ta parte del prisma. 


PROPOSICIÓN 15 


Sea un prisma recto que tiene por bases cuadrados, de las cua- 
les una sea el cuadrado ABTA, e inscríbase en el prisma un cilin- 
dro cuya base sea el círculo EZH. Éste es tangente a los lados del 
cuadrado en los puntos E, Z, H, ©; sea su centro el punto K y por 
el diámetro EH y por un lado del cuadrado opuesto, el corres- 
pondiente al lado TA, trácese un plano. Este plano corta un pris- 
ma del prisma entero y del cilindro un segmento de cilindro. 

Digo que se demostrará que este segmento cortado del ci- 
lindro mediante el plano trazado es la sexta parte del prisma 
entero. 


3 [De la parábola]. 
% Cuadr. paráb. 24. 
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Demostraremos en primer lugar gue es posible inscribir una 


figura sólida en el segmento cortado del cilindro y circunscribir 


otra compuesta por prismas que tengan la misma altura y que i 
tengan como bases triángulos semejantes de manera que la fi- į 
gura circunscrita exceda a la inscrita en un volumen menor que | 


cualquier magnitud propuesta”... 


En el semicírculo EZH córtese repetidamente el diámetro 


EH en dos partes iguales y por los puntos de corte trácense en 
el semicírculo rectas secantes paralelas a la recta KZ y por los 
puntos en los que estas rectas cortan a la semicircunferencia 
trácense rectas paralelas a la recta EH y prolónguense hacia 
uno y otro lado hasta que corten a las dos rectas paralelas a la 
recta KZ y más próximas a ella; y cons- 

H trúyanse, a partir de una y otra serie de 

paralelas, planos perpendiculares al 
plano del semicírculo; estos planos pro- 
ducirán, tanto en el interior como en el 
exterior del cilindro, prismas que tienen 


triángulos rectángulos construidos so- 

bre las rectas paralelas a la recta KZ. 

Y una vez cortada la recta EH en dos 

partes iguales sucesivamente hasta que 
E los dos prismas situados junto a KZ 
sean menores que la magnitud dada, la figura sólida circuns- 
crita al segmento de cilindro y compuesta por prismas excederá 
a la figura inscrita del mismo modo en un volumen menor que 
la magnitud dada; y la excederá precisamente en los dos pris- 
mas situados junto a KZ, puesto que a todos los restantes prismas 
de la figura circunscrita les corresponden otros tantos pris- 
mas iguales de la figura inscrita. 


73 El texto que sigue es, en su mayor parte, ilegible. Imposible reconstruir 
el texto, Heiberg lo suple con un intento de reconstrucción de la demostración 
a tenor de Con. esf. 19 y 25. 


igual altura y que tienen por bases l 
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Por otra parte, una vez trazada en el semicírculo la sección 
del cono rectángulo EZH y una vez trazadas y prolongadas las 
rectas paralelas a la recta EH por los 
puntos en los que la sección es cortada 
por las paralelas a la recta ZK, como 
antes dijimos, se producirá una figura 
circunscrita al segmento de la sección 
de cono rectángulo y otra inscrita, com- 
puestas de paralelogramos ambas, de 
las cuales aquélla excede a ésta en los 
dos paralelogramos situados junto a 
ZK, y los paralelogramos, tomados de 
uno en uno, se corresponderán con cada 
uno de los prismas de las figuras sólidas 
a las que hicimos referencia. 

Entonces, si el segmento cortado del cilindro no es igual a 
la sexta parte del prisma entero, es o mayor o menor. 

Sea primero, si es posible, mayor. 

Entonces, el prisma cortado mediante el plano oblicuo es 
menor que una vez y media el segmento de cilindro. 

En éste inscríbase una figura sólida y circunscríbase otra, 
como dijimos, de manera que la figura circunscrita exceda a la 
inscrita en un volumen menor que el de cualquier magnitud dada. 

Puesto que ya habíamos demostrado [Prop. 14] que las rec- 
tas trazadas en el paralelogramo AH son a las rectas cortadas 
entre la sección del cono rectángulo y la recta EH como cada 
uno de los triángulos del prisma cortado mediante el plano 
oblicuo es a cada uno de los triángulos del segmento cortado del 
cilindro —es decir, como cada uno de los prismas del prisma 
cortado mediante el plano oblicuo a cada uno de los prismas de 
la figura sólida inscrita [Elem. XI 32] — menos dos, y también 
las rectas aquellas son entre sícomo los paralelogramos en los 
que ha sido cortado el paralelogramo AH son a los paralelo- 
gramos de la figura inscrita en la sección de cono [Elem. VI 1] 
menos dos, entonces el prisma cortado mediante el plano obli- 
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cuo será a la figura inscrita como el paralelogramo AH a la fi- 
gura inscrita en la sección de cono. Y puesto que el prisma 


cortado mediante el plano oblicuo es menor que una vez y me- | 
dia el segmento de cilindro, el prisma este excede a la figura | 
inscrita en un volumen menor que cualquier magnitud dada, y i 


el prisma cortado mediante el plano oblicuo será menor que una 


vez y media el sólido inscrito en el segmento cortado del cilin- . 


dro. Pero se había demostrado que el prisma cortado por el pla- 


no oblicuo es al sólido inscrito en el segmento cortado del cilin- : 


dro como el paralelogramo AH a los paralelogramos inscritos 
en el segmento comprendido por la sección de cono rectángulo 
y la recta EH. 

Luego el paralelogramo AH es menor que una vez y media 
los paralelogramos que hay en el segmento comprendido por la 
sección del cono rectángulo y la recta EH. Lo cual es imposible, 
puesto que en otra parte”* se ha demostrado que el paralelogra- 
mo AH es una vez y media el segmento comprendido por la 
sección del cono rectángulo y la recta EH. 

Luego no es mayor el segmento del cilindro que la sexta 
parte del prisma entero. 

Sea pues, si es posible, menor. 

Entonces, el prisma cortado por el plano oblicuo es mayor 
que una vez y media el segmento del cilindro. 

Sean, pues, de nuevo, una figura sólida inscrita y otra cir- 
cunscrita del modo que dijimos, y demostraremos del mismo 
modo que cada uno de los prismas del prisma cortado median- 
te el plano oblicuo es a cada uno de los prismas de la figura 
circunscrita al segmento de cilindro, como cada uno de los pa- 
ralelogramos comprendidos en el paralelogramo AH es a cada 
uno de los paralelogramos de la figura circunscrita al segmen- 
to comprendido por la sección del cono rectángulo y la recta 
EH. Por lo cual [Lema 11] también todos los prismas que están 
en el prisma cortado mediante el plario oblicuo guardarán con 


1 Cuadrat. paráb. 24. 
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todos los prismas que hay en la figura circunscrita al segmento 
de cilindro la misma razón que guarden todos los paralelogra- 
mos comprendidos en el paralelogramo AH con todos los para- 
lelogramos que hay en la figura circunscrita al segmento com- 
prendido por la sección de cono rectángulo y la recta EH; es 
decir, que el prisma cortado mediante el plano oblicuo guardará 
con la figura circunscrita al segmento de cilindro la misma ra- 
zón que el paralelogramo AH con la figura circunscrita al seg- 
mento comprendido por la sección del cono rectángulo y la 
recta EH. Y el prisma cortado mediante el plano oblicuo es ma- 
yor que una vez y media la figura sólida circunscrita al segmen- 
to de cilindro. 

Luego también el paralelogramo AH será mayor que una 
vez y media la figura circunscrita al segmento comprendido por 
la sección de cono rectángulo y la recta EH. Lo cual es imposi- 
ble, puesto que habíamos demostrado que el paralelogramo 
AH es una vez y media el segmento comprendido por la sección 
de cono rectángulo y la recta EH. 

Luego el segmento de cilindro tampoco es menor que la sex- 
ta parte del prisma entero. 

Y puesto que no es ni mayor ni menor, es igual a la sexta 
parte del prisma, como había que demostrar. 
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PROPOSICIÓN 14” 


Sea un prisma recto gue tenga por base un cuadrado, y sea 
una de sus bases el cuadrado ABPA, e inscríbase en el prisma 
un cilindro, y sea la base del cilindro el círculo EZHO, tangente 
al cuadrado; y por el centro de éste y por el lado correspondien- 
te a FA del cuadrado situado en el plano opuesto a ABTA cons- 
trúyase un plano. Éste cortará del prisma entero otro prisma, 
que será la cuarta parte del prisma entero. Este último estará 
comprendido por tres paralelogramos y dos triángulos opuestos 


entre sí. Trácese en el semicírculo EZH una sección de cono - 


rectángulo: su diámetro será ZK, y sea ZK el parámetro”, y en 
el paralelogramo AH trácese una recta MN paralela a KZ. Ésta 
cortará a la semicircunferencia en el punto 2, y a la sección de 
cono en el punto A. Y el rectángulo comprendido por MNA es 
igual al cuadrado de lado NE —pues esto es cosa cierta. 

Por esta razón la recta MN será a NA como el cuadrado de 


75 La numeración marginal de referencia es la de los artículos citados en la 
Introducción a este tratado, n. 12 (pág. 271): las primeras tres cifras indican el 
número del folio en el palimpsesto; «r» y «v» indican si se trata de la cara an- 
terior («recto») o posterior («verso») del folio; la cifra última, si es la primera 
o la segunda columna de las dos que contiene cada cara del folio. 

76 Literalmente «la (recta) a cuyo cuadrado equivalen las trazadas en la 
sección»; cf. vol. I, Introducción, pág. 47). 
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lado MN al cuadrado de lado NZ. Y por MN constrúyase un 
plano perpendicular a EH. El plano producirá como sección en 
el prisma cortado del prisma entero un triángulo rectángulo del 
cual uno de los lados que forman el ángulo recto será MN, el 
otro será la recta trazada perpendicular a FA en el plano cons- 
truido desde M pasando por TA, igual al eje del cilindro, y la 
hipotenusa estará en el propio plano secante. Producirá”” tam- 
bién como sección, en el segmento cortado del cilindro por el 
plano trazado por EH y por el lado del cuadrado opuesto a FA, 
un triángulo rectángulo, del cual uno de los lados que forman el 
ángulo recto será NX, el otro será la recta trazada en la superfi- 
cie del cilindro desde el punto È perpendicular al plano AH, y la 
hipotenusa estará en el plano secante, y los triángulos son se- 
mejantes. 

Y puesto que el rectángulo comprendido por MN, NA es 
igual al cuadrado de lado NX —-esto está claro, como se ha di- 
cho—-, la recta MN será a la NA como el cuadrado de lado MN 
al cuadrado de lado NX; y por otro lado el cuadrado de lado 
MN es al cuadrado de lado NZ como el triángulo construido so- 
bre MN —en el prisma entero cortado— al triángulo construido 
sobre NX —-el que está en el segmento cortado, el restado del 
cilindro—. Por tanto, MN es a NA como el triángulo es al 
triángulo. 

De la misma manera se demostrará también que, si se traza 
cualquier otra recta paralela a KZ en el paralelogramo AH, y 
por la recta trazada se construye un plano perpendicular a EH, 
el triángulo resultante en el prisma será al triángulo que está en 
el segmento cortado del cilindro como la recta trazada en el 
paralelogramo AH que sea paralela a KZ a la recta tomada de la 
sección HZ de cono rectángulo más el diámetro EH. 


7 Sobreentiéndase como sujeto «el plano construido pasando por MN y 
perpendicular a EH». 

78 Sustituyo la lectura conjetural y dudosa tó apò... aphereménon (líneas 
10-11) por mi propia conjetura tôi apo... aphereménoi. 
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Una vez completado el paralelogramo AH mediante las 
rectas trazadas paralelas a KZ, y el segmento comprendido por 
la sección de cono rectángulo y el diámetro EH mediante las 
rectas tomadas en el segmento; completado también, por otro 
lado, el prisma mediante los triángulos resultantes en él, y el 
segmento cortado del cilindro”?, hay unas magnitudes iguales 
entre sí —los triángulos que hay en el prisma— y hay otras 
magnitudes —que son las rectas que son paralelas a ZKO en el 
paralelogramo AH—, las cuales son también iguales entre sí e 
iguales en número? a los triángulos que hay en el prisma. Y 
habrá otros triángulos —los que están en el segmento corta- 
do— iguales en número*' a los triángulos resultantes en el pris- 
ma. Y unas rectas, tomadas de las trazadas paralelas a KZ entre 
la sección del cono rectángulo y la recta EH, son iguales en 
número a las trazadas paralelas a KZ en el paralelogramo AH. 
Y todos los triángulos que están en el prisma son a todos los 
triángulos restados en el segmento cortado del cilindro como 
todas las rectas que están en el paralelogramo AH a todas las 
rectas que están entre la sección del cono rectángulo y la recta 
EH. Y el prisma está compuesto de los triángulos que hay en el 
prisma, y el segmento cortado*? de los que están en el segmen- 
to cortado del cilindro; y el paralelogramo AH, de las rectas 
paralelas a KZ en el paralelogramo AH; y el segmento de pará- 
bola, de las rectas que están entre la sección de cono rectángu- 
lo y la recta EH. 

Por tanto, el prisma es al segmento cortado del cilindro 
como el paralelogramo AH al segmento EZH comprendido 
por la sección de cono rectángulo y la recta EH. Y el parale- 


79 Sospecho que se han perdido algunas palabras del original, pues espera- 
ríamos encontrar aquí la indicación de cuáles son las secciones que completan 
la figura, como en el resto del tratado. 

$% La expresión «en número» es conjetura de los editores, 

8! La expresión «en número» es, de nuevo, conjetura de los editores. 

82 «Del cilindro», se entiende. 
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logramo AH es una vez y media el segmento comprendido de | 


esa manera por la sección de cono rectángulo y la recta EH. 
—-Pues eso se ha demostrado en lo publicado antes. 
Por tanto también el prisma es una vez y media el segmento 


cortado del cilindro. Por tanto, el segmento cortado del cilindro ; 


es a dos como el prisma es a tres; y el prisma es a tres como el 


prisma entero circunscrito al cilindro entero es a 12, por ser ; 


el uno 4 veces el otro. Luego el segmento cortado del cilindro 


es a dos como el prisma entero es a 12. De modo que el segmento . 


cortado del cilindro entero es la sexta parte del prisma entero. 


LIBRO DE LOS LEMAS 


INTRODUCCIÓN 


El Libro de los lemas ocupa un lugar particular dentro del cor- 
pus arquimedeo en el sentido de que es la única de las obras inclui- 
das en el mismo para la que no disponemos en absoluto de texto 
griego. Lo conocemos gracias a una versión árabe, una traducción 
realizada por uno de los más destacados matemáticos árabes del 
siglo 1x: Thabit ibn-Qurra (826-901). Este personaje, nacido en 
Harran (actualmente en Turquía), fue también estudioso de la as- 
tronomía y, además, fundó y dirigió en Bagdad una escuela de tra- 
ductores del sirio y del griego'. A su traducción antepuso un prefa- 
cio que es la fuente más significativa en relación con esta obra. 
Según ese prefacio, la atribución a Arquímedes de la obra no ven- 
dría de la tradición, sino de un doctor Almochtasso, comentarista 
del libro, que es quien sostiene esa autoría y que alaba el libro por- 
que sus proposiciones, «bellísimas», son «de máxima utilidad res- 
pecto a los principios de la geometría... que los profesores de esta 
elevadísima ciencia cuentan entre las cosas intermedias que con- 
viene que se lean entre los Elementos de Euclides y el Almagesto». 
Entre los Lemas? Thabit ibn-Qurra encontró referencias a otros le- 


t Entre sus traducciones —de obras de Euclides, Arquímedes, Apolonio, 
Ptolomeo y Eutocio— se ha de destacar la de los libros V-VII de las Cónicas, 
única versión conservada de esa parte de la obra de Apolonio. 

2 En el sentido que los matemáticos griegos daban al término, el de propo- 
sición auxiliar necesaria para el desarrollo de otra proposición. 
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mas de los que se afirmaba que estaban incluidos en otras obras? : 
y, naturalmente, da por sentado que se trata de obras de Arquí- į 
medes; pero ésta es la única fuente que menciona tales títulos. El 4 


traductor árabe cuenta también que Abusahal Alkuhi compuso 


un libro que tituló Ordenación del libro de los lemas de Arquí- i 
medes, y que él unió parte del comentario de Alkuhi a los pasa- : 
jes oscuros. De todo este relato parece deducirse 1) que la atri- 1 


bución de esta obra a Arquímedes no está basada en la tradición, 


sino en la opinión de un personaje tenido por experto, 2) que i 
el interés del tratado residía en su utilidad propedéutica, 3) que el : 
autor del original sobre el que trabajó ibn-Qurra menciona como | 
propias obras cuyos títulos no figuran entre los que la tradición | 


atribuye a Arquímedes y 4) que, en una línea de actuación carac- 
terística de los matemáticos árabes, ibn-Qurra enriqueció el tex- 
to donde consideró que era menester: datos todos ellos que nos 
llevan a rechazar la autoría de Arquímedes para este tratado. 
Puede parecer sorprendente, entonces, que Heiberg lo inclu- 
yera en su edición, pero no lo es tanto si consideramos, primero, 
que se deben editar como obras de un autor aquellas que la tradi- 
ción le atribuye, independientemente de que los estudios que se 
lleven a cabo sobre ellas puedan ponerlo en duda o, incluso, de- 
mostrar lo contrario*. En segundo lugar tenemos que el conteni- 
do matemático de la obra se ajusta bien, en general, a la tradi- 
ción griega, y que en este libro se tratan las curvas denominadas 
arbelo y salino”, cuya definición se atribuye de modo expreso a 


3 Así, cuando el autor se refiere a las «proposiciones sobre los rectángulos» 
(prop. 2), o a «nuestra exposición sobre los triángulos» (props. 5 y 6) o a «las 
proposiciones sobre los cuadriláteros» (prop. 12). 

4 Dicho de otro modo: no es admisible que cada crítico, fiándose de sus 
más recientes investigaciones, edite las obras bajo el nombre del autor que le 
parezca más oportuno. 

El nombre del arbelo (gr. arbelós) significa «cuchilla de zapatero» y se le 
aplicó por la semejanza de la figura con el utensilio, según un escolio a las 
Theriaca de Nicandro, 423. La definición se da en la prop. 4, y en las props. 5 
y 6 se prueban sus propiedades fundamentales. 
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Arquímedes!. Ambas curvas pertenecen a un género de cons- 
trucciones a base de semicírculos, emparentadas con las lúnulas 
de Hipócrates de Quíos, cuyo estudio tenía por finalidad alcan- 
zar la medida el círculo. Y tanto el arbelo como el salino permi- 
ten la medida del círculo, aunque no su cuadratura”. Tenemos 
además el testimonio de Papo, que conocía el arbelo, al que se 
refiere como archaía prótasis («antiguo enunciado») y se ocupa 
de él en Collectio Mathematica IV 14 y ss. y IV 208 y ss. El tra- 
tamiento de esta materia en Papo es tan próximo al que encontra- 
mos en el Libro de los lemas que ha hecho pensar a los estudiosos 
que debió de haber una fuente común para ambos desarrollos, 
fuera un tratado del propio Arquímedes o, lo que es más proba- 
ble teniendo en cuenta la forma que ofrece la versión de que 
disponemos, algún género de compilación posterior en la que se 
incluyeran partes de algún trabajo del siracusano. 

El resto de las proposiciones, todas de geometría plana y carác- 
ter auxiliar, han sido repetidamente alabadas por su elegancia; el 
comentario más en pormenor de las mismas puede encontrarse en 
las notas de la traducción de Ver Eecke (cf. vol. I, Bibliografía). 

El texto editado por Heiberg reproduce la traducción latina de 
Abraham Ecchellensis, editada por Borelli en Florencia, 1661*. 


La definición del salino (gr. sálinon) y su propiedad fundamental se tratan 
en la prop. 14. El significado y origen del nombre no están claros, como lo 
demuestra la variedad de teorías emitidas, ninguna de las cuales ha conseguido 
aquiescencia general: Cantor lo deriva del gr. sálos («línea de ondas»); Heath 
considera que es la forma helenizada de la palabra latina salinum («salero»), 
por su semejanza con dicho objeto; Heiberg pensó que podía derivar del gr. 
sélinon («apio») por su similitud con las frondas de esa planta. 

$ Para Cantor, seguido por Heath y Heiberg, también procede de Arquíme- 
des la proposición 8, que resuelve la trisección del ángulo mediante neúsis (prop. 
8; para las construcciones de neúsis, cf. vol. 1, Introducción, págs. 41-42). 

7 La medida del círculo mediante estas curvas se prueba, respectivamente, 
en las props. 4 y 14. 

8 Había sido precedida poco antes por la edición de Foster (Londres 1659, 
con traducción de Gravii). El texto de la versión árabe se conserva en tres ma- 
nuscritos de la Biblioteca Mediceo-Laurenciana de Florencia. 
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Si dos círculos son tangentes entre sí, como los dos círculos 
AEB, CED en el punto E, y sus diámetros son paralelos, como 
lo son los dos diámetros AB, CD, y se unen los dos puntos B, D 
y el punto de tangencia E (mediante las rectas) DE, BD, la línea 
BE será recta. 


Sean G, F los dos centros y trácese la recta GF y prolongué- 
mosla hasta E [Elem. HI 12] y z 
tracemos DH paralela a GF. Y 
puesto que HF es igual a GD, y 
GD, EG son iguales, entonces de 
las rectas iguales FB, FE queda- | 
rán GF —es decir, DH— y HB, i ! 
las cuales serán iguales, y los dos PP H B 
ángulos HDB, HBD, iguales. Y ) 
puesto que los dos ángulos EGD, d 
EFB son rectos y los dos ángulos 511 
EGD, DHB son iguales, queda- 
rán dos ángulos GED, GDE, los cuales serán iguales entre sí y 
alos dos ángulos HDB, HBD; por tanto el ángulo EDG es igual 
al ángulo DBF. Y el ángulo comprendido por GDB es común; 
luego los dos ángulos GDB, FBD —-que son iguales a dos rectos 
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[Elem. 129]— serán iguales a los dos ángulos GDB, GDE. Por 
tanto, estos mismos son también iguales a dos rectos; luego la 
línea EDB es recta. 

Y esto es lo que pretendíamos!. 


PROPOSICIÓN 2 


Sea CBA un semicírculo al que sean tangentes DC, DB, y | 


BE perpendicular a AC, y tracemos AD: BF será igual a FE. 


Demostración: tracemos AB y prolonguémosla en línea rec- 
ta y tracemos CD hasta que la? corte en G y tracemos CB. 
Y puesto que el ángulo CBA 


[Elem. 11131], y el restante CBG 
es recto [Elem, I 13] y DBEC es 
un paralelogramo rectángulo’. 
Por tanto, en el triángulo rec- 
tángulo GBC se ha trazado BD 
perpendicular a la base en el 
punto B, y BD, DC serán igua- 
les, puesto que son tangentes al 
círculo; luego CD también es igual a DG del modo que demos- 
tramos en las proposiciones que concluimos Sobre los rectán- 
gulos*, Y puesto que en el triángulo GAC la línea BE ha sido 


A E e 


* Papo asume el resultado de esta proposición en conexión con el arbelo y 
la demuestra para el caso de que los círculos sean tangentes externamente. 

? «A la prolongación de AB», se entiende. 

3 No es necesario que las rectas BD, DC sean perpendiculares entre sí ni 
que BD sea paralela a AC ni DC paralela a BE. El error ba sido notado por 
traductores y comentaristas. La proposición, sin embargo, es verdadera, y fue 
demostrada por Torelli. 

* Para el libro Sobre los rectángulos, cf. la Introducción a este tratado, 
pág. 324 y n. 3. 


está en el semicírculo, es recto ' 
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trazada paralela a la base y la línea DA ha sido trazada desde el 
punto medio D y cortando a la paralela en F, entonces BF será 
igual a FE. 

Y esto es lo que pretendíamos. 


PROPOSICIÓN 3 


Sea CA un segmento de círculo y B un punto en él en cual- 
quier parte, y BD una perpendicular a AC; y sea el segmento 
DE igual al DA y el arco BF igual al arco BA; en cualquier 
caso, CF será igual a CES, 


Demostración: tracemos las 2, 
líneas AB, BF, FE, EB. Y pues- 
to que el arco BA es igual al 
arco BF, la (cuerda) AB será 
igual a la BF. Y puesto que AD D E e 
es igual a ED y los dos ángulos D son rectos, y DB común, en- 
tonces AB es igual a BE [Elem. I 4]; además, BF, BE son igua- 
les y los dos ángulos BFE, BEF son iguales. Y puesto que el 
cuadrilátero CFBA está en el círculo, el ángulo CFB más el án- 
gulo CAB opuesto a él, más el ángulo BEA, son iguales a dos 
rectos [Elem. I 22]. Pero el ángulo CEB más el ángulo BEA 
son iguales a dos rectos; luego los dos ángulos CFB, CEB son 
iguales. Y quedan CFE, CEF iguales; luego CE es igual a CF. 

Y esto es lo que pretendíamos. 


$ La figura ABFC que ofrece el códice es un semicírculo, pero la afirma- 
ción es cierta respecto a cualquier arco de círculo. En ProLoMEO, Almagesto 1 
10, se considera esta misma proposición para el caso del semicírculo: el obje- 
tivo de Ptolomeo es conectar mediante una ecuación la longitud de la cuerda de 
un arco y de la cuerda del arco que sea la mitad de él. 
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PROPOSICIÓN 4 


Sea ABC un semicírculo y estén sobre el diámetro AC dos ' 
semicírculos, de los cuales sea uno AD y otro DC, y sea DB una ! 
perpendicular; en cualquier caso, la figura resultante, a la que | 
Arquímedes llama arbelo —es la superficie comprendida por el | 
arco de un semicírculo mayor y las dos circunferencias de los ; 
semicírculos menores— es igual a un círculo cuyo diámetro es | 


la perpendicular DB. 


Demostración: puesto que la línea DB es media proporcio- ' 


nal entre las dos líneas DA, DC [Elem. VI 13], habrá una figura 
plana, AD sobre DC*, igual al cuadrado de lado DB [Elem. VI 
17]. Y sumemos el rectángulo AD, DC con los dos cuadrados 

de lado AD, DC; sea el doble 


Bb de la figura plana más los dos | 


cuadrados AD, DC —es de- 


cir, el cuadrado de lado AC ' 


[Elem. Y 4]— igual al doble 


del cuadrado DB más los dos ! 
A cuadrados de lado AD, DC. | 


C D 
Y la razón entre los círculos 


es la misma que la razón entre los cuadrados [Elem. XII 2]”; lue- 


go el círculo cuyo diámetro es AC es igual al doble del círculo ` 


cuyo diámetro es DB más los dos círculos cuyos diámetros son 


AD, DC, y el semicírculo AC es igual al círculo cuyo diámetro es | 
DB más los dos semicírculos AD, DC. Restemos en común? los | 


dos semicírculos AD, DC; queda que la figura a la que contienen 
los semicírculos AC, AD, DC —y es la figura a la que Arquíme- 


des llamaba arbelo— es igual al círculo cuyo diámetro es DB. i 


Y esto es lo que pretendíamos. 


$ Es decir, «el rectángulo AD, DC». 
7 Se entiende: «da misma que la de los cuadrados construidos sobre sus diámetros». 
è Se entiende: «de ambas igualdades». 
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PROPOSICIÓN 5 


Si hay un semicírculo AB y en cualquier parte en su diáme- 
tro está marcado un punto C y sobre el diámetro se construyen 
dos semicírculos AC, CB; y desde C se traza CD perpendicular 
a AB y, a uno y otro lado, se describen dos círculos tangentes a 
ella? y tangentes a los semicírculos, en cualquier caso aquellos 
dos círculos son iguales, 


Demostración: dea uno de los círculos tangente a DC en E y 
al semicírculo AB en F y al semicírculo AC en G y tracemos el 
diámetro HE; será paralelo al diámetro AB, puesto que los dos 
ángulos HEC, ACE son rectos [Elerm. I 28]. Y tracemos FH, 
HA; entonces la línea AF es recta, como se ha dicho en la pro- 
posición 1. Y AF, CE se cortan en D, puesto que parten de los 
ángulos A, C, menores que dos rectos [Elem. I, post. 5]. Y tra- 
cemos también FE, EB; entonces EFB también es recta, como 
dijimos [Prop. 1], y es perpendicular a AD, puesto que el ángu- 
lo AFB es recto, porque está en el semicírculo AB [Elem. II 
31]. Y tracemos HG, GC; también HC será una recta. Y trace- 
mos EG, GA; EA será una recta; y prolonguémosla hasta 1 y 


4 H B 
tracemos BI, la cual también será perpendicular a AI [Elem. III 
31] y tracemos DI. 


3 Es decir, a CD. 


sis 
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Y puesto gue AD, AB son dos rectas y desde D se ha trarado 
DC perpendicular a la línea AB, y desde B se ha trarado BF per- 
pendicular a DA, las cuales se cortan mutuamente en E, y pro- 
longada AE hasta I es perpendicular a BI, BID serán rectas", 
como demostramos en las proposiciones que concluimos en la 
exposición del tratado Sobre triángulos rectángulos". Y puesto 
que los dos ángulos AGC, AIB son rectos, en cualquier caso 
BD, CG son paralelas [Elem.128], y la proporción de AD a DH, 
que es como AC a HE, es como la proporción de AB a BC"; 
luego el rectángulo AC, CB es igual al rectángulo AB, HE 
[Elem. VI 16]. 

Y de modo semejante se demuestra, para el círculo LMN, 
que el rectángulo AC, CB es igual al rectángulo formado por 
AB y su diámetro; y a partir de ahí se demuestra también que 
los dos diámetros de los círculos EFG, LMN son i guales; lue- 
go los dos círculos son iguales. 

Y esto es lo que pretendíamos. 


PROPOSICIÓN 6 


Si hay un semicírculo ABC y en su diámetro se toma un 
punto D, y AD fuera una vez y media DC, y sobre AD, DC se 
trazan dos semicírculos y entre los tres semicírculos se pone un 
círculo EF tangente a ellos y en él se traza el diámetro EF pa- 
ralelo al diámetro AC, debemos hallar la razón entre el diáme- 
tro AC y el diámetro EF. 


19 Es decir, «BD, DI están en línea recta». 

H En cuanto al libro Sobre triángulos rectángulos, cf. la Introducción a este 
tratado, pág. 324, n. 3. La demostración ofrecida la dio Almochtasso al probar 
que las alturas del triángulo acutángulo se cortan en el mismo punto. 

!2 A partir de Elem. VI 2, por composición. 
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Tracemos pues dos líneas AE, EB, y dos líneas CF, FB; CB, 
AB serán rectas, como se ha dicho en la primera proposición. 
Tracemos además dos líneas FGA, EHC y se demostrará que 
también son rectas; de modo semejante, tracemos las dos lí- 
neas DE, DF y tracemos DI, DL y EM, FN y prolonguémoslas 
hasta O, P. 


Aa o D P C 


Y puesto que, en el triángulo AED, AG es perpendicular a 
ED y DI también es perpendicular a AE, y ya se habían cortado 
mutuamente en M, entonces EMO será también perpendicular, 
como demostramos en la exposición que hicimos sobre las pro- 
piedades de los triángulos y cuya demostración precede en la 
proposición anterior; de modo semejante, también FP será per- 
pendicular a CA. Y puesto que los dos ángulos de vértice en L 
y en B son rectos [Elem. 11 31], DL será paralela a AB e, igual- 
mente, DI a CB; por tanto la razón de AD a DC es como la razón 
de AM a FM [Elem. VI 2] —es decir, como la razón de AO a 
OP—, y la razón de CD a DA como la de CN a NE —es decir, 
como la razón de CP a PO—. Y AD era una vez y media DC; 
luego AO es una vez y media OP y OP una vez y media CP. 
Luego tres líneas, AO, OP, PC son proporcionales y en la misma 
medida en la que PC es cuatro, OP será seis y AO nueve, y CA 
diecinueve. Y puesto que PO es igual a EF, la proporción de AC 
a EF será la de diecinueve a seis. 

Por tanto, hemos hallado la proporción requerida. 

Y además, si la razón de AD a DC fuera cualquier otra, 


518 


334 AROUÍMEDES 


como de cuatro a tres, o de cinco a cuatro, o alguna otra, se | 


juzgará y razonará como se ha dicho. 
Y esto es lo que pretendíamos. 


PROPOSICIÓN 7 


Si se traza un círculo en torno a un cuadrado y otro dentro de | 
él, en cualquier caso el circunscrito será el doble del inscrito. | 


Sea pues el círculo que comprende al cuadrado AB el círcu- 
lo AB, y esté inscrito (el círculo) CD y sea AB el diámetro del 
cuadrado y también el diámetro del círculo circunscrito, y tra- 


cemos el diámetro CD del círculo inscrito paralelo a AE, la cual | 


es igual a él, 


Y puesto que el cuadrado AB es el doble del cuadra- ; 
do AE [Elem. 147] —o sea, del : 
DC— y la razón entre los cua- . 


drados construidos sobre los 


diámetros de los círculos es la į 
A p Mismarazón que guarda el cír- | 
culo con el círculo [Elem. XII 


2], entonces el círculo AB es el 
doble del círculo CD. 


Y esto es lo que preten- 


díamos. 


PROPOSICIÓN 8 


Si en un círculo una línea AB parte de cualquier punto y es 


prolongada en línea recta y se le añade BC, igual a un semidiá- | 


metro del círculo, y desde C se traza una recta hasta el centro 


del círculo, que es D, y se prolonga hasta E, el arco AE será el ' 


triple del arco BF. 
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Tracemos pues EG paralela a AB y unamos DB, DG. 

Y puesto que los dos ángulos DEG, DGE son iguales, el 
ángulo GDC será el doble del án- 
gulo DEG [Elem. 132]. Y puesto 
que el ángulo BDC es igual al 
ángulo BCD, y el ángulo CEG 
es igual al ángulo ACE [Elem. I 
29], el ángulo GDC será el doble 
del ángulo CDB y el ángulo 
BDG entero será el triple del án- 
gulo BDC, y el arco BG, igual al arco AE, será el triple del arco 
BF [Elem. III 26]. 

Y esto es lo que pretendíamos. 


PROPOSICIÓN 9 


Si dos líneas AB, CD se cortan mutuamente en el interior 
de un círculo, pero no en el centro, en ángulos rectos, en cual- 
quier caso los dos arcos AD, CB son iguales a los dos arcos 
AC, DB. 


Tracemos el diámetro EF paralelo a AB, de modo que corte 
en dos partes iguales a CD por el punto G; (el arco) EC será 
igual al ED [£lem. HI 3]. Y puesto que D 
tanto el arco EDF como el arco ECF son 
semicírculos y el arco ED es igual al arco 
EA más el arco AD, el arco CF más los 
dos arcos EA, AD es igual a un semi- 
círculo. Y el arco EA es igual al arco BF; 
luego el arco CB más el arco AD es igual 
a un semicírculo. Y quedan los dos arcos 
EC, EA —es decir, el arco AC— que, más el arco DB, son igua- 
les a aquél. 

Y esto es lọ que pretendíamos. 


519 


336 AROUÍMEDES 


PROPOSICIÓN 10 


Si hay un círculo ABC y (una recta) DA tangente a él y (una 
recta) DB secante a él y DC igualmente tangente, y se traza CE 
paralela a DB y se traza EA que corte a DB en E, y desde E se 
traza FG perpendicular a CE, en cualquier caso la cortará en 
dos partes iguales en G. 


Tracemos AC. 

Y puesto que DA es tangente y AC secante al círculo, el ángu- 
lo DAC será igual al ángulo inscrito en el segmento alterno AC 
—esto es, el ángulo AEC 
|Elem. M 32]— y es igual 
al ángulo AFD, puesto que 
CE, BD son paralelas 
[Elem. 1 29]; luego los án- 
gulos DAC, AFD sonigua- 
les. Y en los dos triángulos 
DAF, AHD hay dos ángu- 
los AFD, HAD iguales y el 
ángulo D es común; por lo 
cual habrá un rectángulo FD, DH igual al cuadrado (de lado) DA 
—es decir, al cuadrado (de lado) DC— y puesto que la razón de 
FD a DC es la misma que la de CD a DH [Elem. VI 17] y el ángu- 
lo D es común, los triángulos DFC, DCH serán semejantes [Elem. 
VI 6] y el ángulo DFC igual al DCH, el cual es igual al ángulo 
DAH. Y éste es igual al ángulo AFD; luego los dos ángulos AFD, 
CFD son iguales. Y DFC es igual al ángulo FCE [£lem. 129]; y el 
ángulo DFA era igual al ángulo AEC; luego en el triángulo FEC” 
hay dos ángulos C, E, iguales, y dos ángulos (de vértice en) G 
rectos, y el lado GF es común; por lo cual CG será igual a GE 
[Elem. 126]. Luego CE es cortada por la mitad en el punto G. 

Y esto es lo que pretendíamos. 


(44 


13 Sie. Se refiere a los dos triángulos FEG, FCG. 
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PROPOSICIÓN 11 


Si en un círculo dos rectas AB, CD se cortan mutuamente en 
ángulos rectos en el punto E —que no sea el centro—, en cual- 
quier caso la suma de todos los cuadrados (construidos sobre) 
AE, BE, EC, ED es igual al cuadrado construido sobre el diá- 
metro. 


Tracemos el diámetro AF y tracemos las líneas AC, AD, 
CF, DB. 

Y puesto que el ángulo AED es recto, será igual al ángulo 
ACF [Elem. 11 31]. Y el ángulo ADC es igual al AFC, puesto 
que están sobre el arco AC 
[Elem. III 27]; y en los dos 
triángulos ADE, AFC que- 
dan dos ángulos iguales 
CAF, DAE; y habrá igual- D C 
mente dos arcos CF, DB 
iguales [Elem. HI 26] —es 
decir, que sus dos cuerdas 
son iguales [Elem. 11 29]—. 

Y los dos cuadrados de DE, 

EB (sumados) son iguales 

al cuadrado de BD [Elem. I 

47] —es decir, al de CF—, 

y los dos cuadrados de AE, EC (sumados) son iguales al cuadra- 
do de CA y los dos cuadrados de CF, CA son iguales al cua- 
drado de FA, es decir, al cuadrado del diámetro; por tanto (la 
suma de) todos los cuadrados AE, EB, CE, ED es igual al cua- 
drado construido sobre el diámetro, 

Y esto es lo que pretendíamos. 
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PROPOSICIÓN 12 


Si hubiera un semicírculo de diámetro AB, y desde C se tra- : 
zan dos líneas tangentes a él en los dos puntos D, E y se trazan ; 
EA, DB, que se corten mutuamente en F, y se traza CF y se pro- | 


longa hasta G, CG será perpendicular a AB. 


Tracemos DA, EB”**. 

Y puesto que el ángulo BDA es recto 
[Elem. III 31], los dos ángulos restantes, 
DAB, DBA, del triángulo DAB serán 
iguales a un recto. Y el ángulo AEB es rec- 
to; por tanto son iguales a él. Y sumemos 
el ángulo FBE en común'*; (la suma de 


cir, al ángulo DFE externo al (triángulo) 


tangente al círculo y DB secante a él, el 
ángulo CDB es igual al ángulo DAB e igualmente el ángulo 


CEF es igual al ángulo EBA [Elem. III 32]; luego los dos ángu- ' 


los CEF, CDF (sumados) son iguales al DFE. Y esto es evidente 


a partir de nuestro tratado Sobre las figuras cuadriláteras, por- ` 


que si entre dos líneas iguales que se cortan en un punto, como 


son las líneas CD, CE, se trazan dos líneas que se corten mutua- , 


mente, como son las dos líneas DF, EF y hay un ángulo conte- 
nido por ellas, como es el ángulo F, igual a los dos ángulos que 
se producen entre las dos líneas se cortan mutuamente, como 
son los dos ángulos E, D, a la vez habrá una línea que sale del 


14 En el diagrama que ofrece Heiberg aquí —al igual que en el que ofrece 
Mugler— no aparece la línea DA, ignoro si porque no figura tampoco en los 
mss. o por error tipográfico; sí aparece en el diagrama que acompaña a la ver- 
sión de Heath. 

15 Es decir, «a los dos miembros de la igualdad». 


los) dos ángulos DAB, ABE es igual a (la | 
suma de los ángulos) FBE, FEB —es de- ' 


FBE [Elem. I 32]—. Y puesto que CD es. 
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punto de encuentro hasta el punto de sección, como es la línea 
CF igual a una y otra de las líneas que se encuentran, como CD 
o CE; por tanto, CF será igual a CD; luego el ángulo CFD es 
igual al ángulo CDF —es decir, al ángulo DAG—. Pero el án- 
gulo CFD más el ángulo DFG es igual a dos rectos; luego el 
ángulo DAG más el ángulo DFG es igual a dos rectos; y quedan 
en el cuadrilátero ADFG dos ángulos, ADF, AGF, iguales a dos 
rectos. Pero el ángulo ADB es recto; luego el ángulo AGC es 
recto y CG perpendicular a AB. 
Y esto es lo que pretendíamos. 


PROPOSICIÓN 13 


Si dos líneas AB, CD se cortan mutuamente en un círculo y 
AB es un diámetro del mismo pero CD, no, y desde los dos pun- 
tos A, B se trazan dos perpendiculares a CD —que sean AE, 
BF—, en cualquier caso cortarán de ella (las rectas) iguales 
CF, DE. 


Tracemos EB y desde I, que es el centro, tracemos IG per- 
pendicular a CD y prolonguémosla hasta H en la recta EB. 

Y puesto que IG es una per- 
pendicular a CD desde el centro, 
la corta por la mitad en G [Elem. 
111 3]; y puesto que IG, AE son dos 
perpendiculares a ella, serán para- 
lelas [Elem. 1 28], y puesto que BI 
es igual a IA, BH será igual a HE 
[Elem. VI 2]; y por causa de la 
igualdad de éstas y puesto que BF 
es paralela a HG, FG será igual a 
GE, y de las líneas iguales GC, 
GD quedan (los segmentos) iguales FC, ED. 

Y esto es lo que pretendíamos. 
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PROPOSICIÓN 14 


Si hay un semicírculo AB y de su diámetro AB se cortan lí- 
neas iguales AC, BD y sobre esas líneas se construyen los semi- 
círculos AC, CD, DB y el centro de los dos semicírculos AB, CD 
es el punto E, y EF es perpendicular a AB y se prolonga hasta 
G, el círculo de diámetro FG es igual a la superficie contenida 
por el semicírculo mayor y los dos semicírculos que están en su 
interior y el semicírculo de en medio que está fuera de él. Y ésta 
es la figura a la que Arquímedes llama el salino. 


Puesto que DC está 
cortada por la mitad en E y 
se le ha añadido CA, (la 
suma de) los dos cuadra- 
dos de lados DA, CA será 
el doble de (la de) los dos 
cuadrados DE, EA [Elem. 
H 10]. Pero FG es igual a 
DA; luego (la suma de) los 
dos cuadrados FG, AC es el 
doble de (la de) los dos cuadrados DE, EA; y puesto que AB es el 
doble de AE y también CD el doble de ED, (la suma de los) dos 
cuadrados AB, DC será el cuádruple de (la de) los dos cuadrados 
DE, EA —es decir, el doble de (la de) los dos cuadrados GF, AC—.. 
De modo semejante también los dos círculos de diámetros AB, DC 
son el doble de (la suma de) aquéllos cuyos diámetros son GE, AC; 
y la mitad de (la suma de) aquéllos cuyos diámetros son AB, CDes 
igual a (la suma de) los dos círculos de diámetros GF, AC. Pero el 
círculo de diámetro AC es igual a (la suma de) los dos semicírculos 
AC, BD; luego si de ellos quitamos los dos semicírculos AC, BD 
que son comunes, resulta que la figura contenida por los cuatro 
semicírculos AB, CD, DB, AC —que es la que Arquímedes llama 
salino— es igual al círculo cuyo diámetro es FG. 

Y esto es lo que pretendíamos. 
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PROPOSICIÓN 15 


Si hay un semicírculo AB y AC es la cuerda de un pentágono 


| y AD es la mitad del arco AC, trácese CD y prolónguese de 


modo que llegue a E y trácese DB, la cual corte a CA en FE y 
desde E trácese FG perpendicular a AB; la línea EG será igual 
al semidiámetro del círculo. 


- Tracemos pues la línea CB y sea H el centro, y tracemos 
HD, DG y AD. 


a” 


E A € a B 


Y puesto que el ángulo ABC, cuya base es el lado del pentá- 
gono“, es dos quintas partes de un recto [Elem. II 20], cual- 
quiera de los dos ángulos CBD, DBA es la quinta parte de un 


| recto. Y el ángulo DHA es el doble del ángulo DBH [Elem. MM 


20]; luego el ángulo DHA es dos quintas partes de un recto. 
Y puesto que en los dos triángulos CBF, GBF los dos ángulos 
B son iguales y G, C son rectos y el lado FB es común, BC será 
igual a BG [Elem. 1 26]. Y puesto que en los dos triángulos 
CBD, GBD dos lados CB, BG son iguales y, de modo semejan- 
te, los ángulos de vértice en B (son iguales) y el lado BD es 


común, los dos ángulos BCD, BGD serán iguales [Elem. 14]. Y 


cualquiera de ellos es seis quintas partes de un recto!” y es igual 


té Entiéndase: «una cuerda igual al lado del pentágono regular inscrito en el 


|, círculo». 


17 Puesto que DCA = 1/2 DHA [Elem. 111 20] y FCB = 90°. 
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al ángulo DAE externo del cuadrilátero BADC, que está en el 
círculo'*; luego resulta que el ángulo DAB es igual al ángulo 
DGA, y DA será igual a DG. Y puesto que el ángulo DHG es 
dos quintas partes de un recto y el ángulo DGH seis quintas 
partes de un recto, queda que el ángulo HDG es dos quintas par- 
tes de un recto, y DG será igual a GH. Y puesto que ADE es 
externo al cuadrilátero ADCB, que está en el círculo”, es igual 
al ángulo CBA, y es dos quintas partes de un recto e igual al 
ángulo GDH. Y puesto que en dos triángulos EDA, HDG hay 
dos ángulos EDA, HDG iguales y lo mismo los dos ángulos 
DGH, DAE y los dos lados DA, DG, (entonces) EA será igual a 
HG [Elem. 1 26]. Y sumemos AG en común”; EG será igual 
a AH. 

Y esto es lo que pretendíamos. 

Y a partir de ello queda de manifiesto que la línea DE es 
igual al semidiámetro del círculo, porque el ángulo A es igual al 
ángulo DGH y, por tanto, la línea DH será igual a la línea DE. 
Y afirmo que EC queda dividida en extrema y media razón en el 
punto D, y que el segmento mayor es DE”!; y esto porque ED es 
una cuerda de hexágono [Elem. IV 15, corol.] y DC, la del decá- 
gono, y esto ya está demostrado en el libro de los Elementos”. 

Y esto es lo que pretendíamos. 


!8 Es decir, «que puede ser inscrito en el círculo». 

i? Como antes, entiéndase «que puede ser inscrito en el círculo». 
2 Es decir, «a los dos miembros de la igualdad». 

21 Es decir, que CD : DE :: DE: EC. 

2 Elem. XII 9. 
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El Problema de los bueyes está formado por veintidós dísti- 
cos elegíacos que transforman en problema matemático el pa- 
saje homérico de Odisea XII, 260 y ss.: «Luego, cuando hubi- 
mos escapado de la terrible Caribdis y de Escila, pronto llegamos 
a una isla espléndida. Allí estaban las vacas de amplia testuz y 
los gruesos y muchos rebaños de Helios Hiperión»'. En los ma- 
nuscritos? su texto va precedido de un epígrafe del que obtene- 
mos la mayor parte de los datos conocidos sobre el poema. 

De acuerdo con él, el epigrama contiene un problema que 
Arquímedes envió a sus colegas alejandrinos en una carta a 
Eratóstenes. Este erudito alejandrino (Cirene 276-Alejandría 
circa 195) es el único de los corresponsales de Arquímedes so- 
bre el que estamos relativamente bien informados: geógrafo y 
astrónomo —es famosa su medida de la circunferencia de la 
Tierra—, erudito y filólogo —dirigió la Biblioteca de Alejan- 
dría aproximadamente desde 235 a.C. hasta su muerte— fue 
también un matemático no despreciable, al que debemos la 
«criba de Eratóstenes» y una resolución del «problema délico»”, 


! Trad. de C. GARCÍA GUAL, Madrid, 2004, 

2 De transmisión independiente del resto de las obras de Arquímedes, esta 
obra se nos ha conservado en el Gudianus Graecus 77 (siglo xv, siglado G) y 
el Parisinus graecus 2448 (siglo xiv, siglado P). 

3 La criba de Eratóstenes es un método para hallar números primos: una 
vez escrita la sucesión de los números naturales, se van tachando cada segundo 
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Arguímedes debió de apreciar sus conocimientos en este terre- 
no, pues le hizo destinatario no sólo de este Problema, sino 
también de su famoso Método*. 

La cuestión que propone el poema es la de averiguar el nú- 
mero de reses que componían los ganados del Sol. El problema 
está planteado en dos partes bien diferenciadas mediante una 
doble apelación al lector, contenidas respectivamente en los 
versos 1-30 y 31-44. La primera parte pide determinar por se- 
parado el número de los toros y vacas blancos, negros, rubios y 
a manchas que componen los ganados del Sol, dadas determi- 
nadas condiciones de conmensurabilidad entre las cifras co- 
rrespondientes: un sistema de siete ecuaciones lineales y ocho 
incógnitas cuya resolución permitiría a quien la resolviera «no 
ser llamado ignorante ni inexperto en números». Si llamamos 
respectivamente B, N, R, P alos toros, blancos negros, rubios y 
pintos y b, n, r, p a las vacas de esos mismos pelajes, las ecua- 
ciones se plantean como sigue: 


(1) B=(12+1/3)N+R 
(2) N=(1/4+1/5)P+R 
(3) P=(1/6+1/7)B+R 
(4) b=(1/3+ 1/8) (N+n) 
(5) n=(1/4+ 1/5) (P +p) 


número a partir del 2, cada tercero a partir del 3, cada cuarto a partir del 4, y así 
sucesivamente. Si se quiere llegar a obtener la lista de los primos hasta n, es 
preciso continuar la operación hasta que se llega a un número cuyo cuadrado es 
superior a n. El método fue descrito por Nicómaco de Gerasa, Introductio 
Arithmetica 1 13, 2-4, 

Su solución al problema délico nos ha sido transmitida por Eurocto —Co- 
mentarios, 88, 4 y ss. (ed. Heiberg), cf. vol. I, págs. 378-383— junto con el 
epigrama, dedicado a Ptolomeo III Evergetes y a su hijo, en el que refuta las 
soluciones anteriores. 

4 La variedad de sus inquietudes intelectuales hizo que recibiera el mote 
de péntahtlos; a pesar de destacar en todos los campos de su actividad, no 
llegó a ser el mejor en ninguna: de ahí que su segundo apodo fuera Béta («el 
segundo»). 
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(6) p= (1/5 + 1/6) (R +r) 
(7) r= (1/6 + 1/7) (B +b) 


En la segunda parte se añaden dos condiciones, que convier- 


| ten la cuestión en un problema de análisis indeterminado: la 
suma del número de toros blancos y negros ha de ser un número 
i cuadrado y la de los rubios y a manchas, un número triangular; 


es decir, se cumple que 


(8)B+N=x? 
(9)R+P=y(y+1):2 


Si el lector consiguiera también resolver esta parte, podría 
«jactarse de ser portador de la victoria y ser plenamente tenido 


por fecundo en esta sabiduría». 


El poema va acompañado de un escolio que, sin indicación 
del método empleado ni de los cálculos efectuados, ofrece una 


| solución incompleta del problema: en él se nos dan las cifras de 


vacas y toros de cada uno de los cuatro pelajes y el escoliasta 
concluye afirmando escuetamente que con esos números tam- 
bién se cumplen las condiciones propuestas en la segunda par- 


| te, pero no es cierto que se obtengan el número cuadrado y el 
, triangular requeridos. 


A pesar del epígrafe que precede al poema y de que un esco- 
lio a Platón? menciona ya un «problema de los bueyes de Arquí- 


| medes», la autenticidad de la autoría ha sido repetidamente pues- 


ta en dudaf, en parte por razones lingüísticas (el uso del dialecto 
jonio y la forma versificada) y en parte por razones matemáticas 


i (la sencillez relativa de resolución de la primera parte del proble- 


5 Escolio a PLATÓN, Cármides (91, ed. RUNK). 
$ Para un resumen de la cuestión de la autoría hasta finales del siglo xIx 
puede verse KRUMBIEGEL-AMTHOR, «Das Problema bovinum des Archime- 


| des», Zeitschrift für Mathematik und Physik (Historische-Litterarische Ab- 


teilung) 25 (1880) 121-136 y 156 y ss. 
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ma frente a la notable dificultad de la segunda). Se plantean, pues. 
dos cuestiones de autenticidad: la del poema y la del problema. 

Algunos autores, como Hesselmann, Heiberg y Krumbie- 
gel, se manifiestan a favor de la autoría de Arquímedes tanto 
para el poema como para el problema. En apoyo de la autenti- 
cidad del problema aducen el testimonio inequívoco del men- 
cionado escolio a Platón; para sustentar la del poema, Heiberg 
responde a la objeción de la forma versificada invocando los 
paralelismos de otros matemáticos antiguos que también pre- 
sentaron sus problemas en verso —así el ya mencionado epi- 
grama de Eratóstenes con la solución al problema délico y el 
conocido epigrama de Diofanto (Arithmetica Y 33) '— y argu- 
mentando que el uso del dialecto jónico queda justificado en 
razón de que es el tradicional en esta clase de composiciones. 
Que el problema se nos presente como dirigido a Eratóstenes, 
cuya correspondencia con Arquímedes es un dato probado, es 
hoy otro argumento en favor de su origen arquimedeo. 

Los argumentos de Heiberg en cuanto a la composición del 
poema están fundamentados, pero no son conclusivos: no pode- 
mos dejar de tener en cuenta el irrefutable testimonio de Eutocio. 
que afirma de forma tajante que las obras de Arquímedes estaban 
escritas en el dialecto dorio propio de Siracusa’. Tampoco es de 
despreciar el dato de que, con las excepciones mencionadas 
de Eratóstenes y Diofanto, la mayor parte de los epigramas de 
tema matemático plantean cuestiones que no pasan de ser pro- 
blemas elementales próximos a la categoría de «pasatiempos» y 
son, en general, bastante posteriores a Arquímedes. En conse- 


7 Para el epigrama de Eratóstenes, cf. ARQUÍMEDES, Tratados, vol. I, págs. 
378-383 y, en ese mismo vol., Introducción, págs. 80-85; para el de Diofan- 
to, vid. BACHET, Comm. a Dioph. Arithm., loc. cit. Para la consideración de 
otros epigramas de tema matemático, tenidos generalmente por menos signifi- 
cativos a este respecto, vid, HEATH, A History of Greek Mathematics, vol. 11. 
págs. 441-442 y KRUMBIEGEL, art. cit. 

$ Eurocio, Com. al Libro H de Sobre la esfera y el cilindro, 132, 6-7 (cf 
vol. I, pág. 392), 
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cuencia, debemos seguir considerando razonable la duda sobre 
la autoría de Arquímedes respecto a la composición del poema. 

En el aspecto matemático, se había objetado que la resolu- 
ción del problema exigía el manejo de cifras tan elevadas y un 
conocimiento tal de los números poligonales que no podían es- 
tar al alcance de Arquímedes. Heiberg responde a la primera 
objeción aduciendo que el sistema de notación numérica idea- 
do por Arquímedes, del que tenemos testimonio en el Arenario, 
anulaba la primera de estas dificultades, y a la segunda, recor- 
dando que el tratamiento minucioso de los números poligonales 
que hace Nicómaco de Gerasa en sus Arithmetica, conocimien- 
to que sin duda hunde sus raíces en fechas notablemente más 
antiguas, ponía al siracusano en situación de resolver las dos 
últimas cuestiones planteadas en el Problema. 

A estos argumentos hay que añadir que la determinación del 
número de toros y vacas de cada pelaje, es decir, la resolución 
de la primera parte, pertenece a un tipo de problema, de origen 
egipcio, clásico en la matemática griega elemental y testimo- 
niado ya en Platón (Leyes 819a-c)”; en ese sentido, el Problema 
de los bueyes encaja bien en la tradición. Por otro lado, la difi- 
cultad de esta parte no va más allá del hecho de ser un sistema 
de ecuaciones algo más largo de lo habitual, y el manejo de las 
cifras resultantes en esta primera parte no es mucho más com- 
plejo que los cálculos que requiere la determinación del valor 
de n que encontramos en Medida del círculo". 

En la segunda parte, sin embargo, las dificultades matemá- 
ticas se mezclan con las filológicas. En primer lugar, la expre- 
sión «si los toros de pelaje blanco mezclaban su número con los 
negros, se mantenían continuamente de la misma medida en 
profundidad y anchura» (isómetroi eis báthos eis eúrós te, vv. 
34-35) puede interpretarse como «formaban un número rectan- 


? Vid. HEATH, A History of Greek Mathematics, vol. IL, págs. 440 y ss. 
10 Vid. vol. I, Medida del círculo 3 (págs. 246-249) y Eurocio, Comentario 
a la medida del círculo (págs. 421-434). 
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gular» (es decir, un número no primo), como lo interpretó 
Wurm, o, de un modo más exigente, interpretarlo como «for- 
maban un número cuadrado», como lo interpretó Amthor'!. Se- 
gún la solución dada por este último autor, una sola de las in- 
cógnitas, una vez resuelta, ocuparía más de 82 páginas de 2.500 
cifras, y escribir todos los resultados —sólo los resultados— 
requeriría un volumen de... ¡más de 600 páginas! Heath? llama 
al planteamiento de Amthor “The complete problem», pero, a la 
vez, afirma: «One may well be excused for doubting whether 
Archimedes solved the complete problem, having regard to the 
enormous size of the numbers and the great difficulties inherent 
in the work»””, 

Si unimos a esto que Arquímedes en una ocasión envió teo- 
remas con soluciones falsas a sus corresponsales de Alejandría 
«para que los que andan diciendo que lo descubren todo pero no 
dan a conocer ninguna demostración queden refutados por ha- 
ber admitido que han descubierto imposibles»!*, da la sensa- 
ción de que la posición de Heath está bastante justificada. Pero 
también se ha de tener en cuenta el siguiente dato filológico: en 
el epígrafe que precede al Problema se emplea el término 
exeurón (lit., «tras haber hallado»). Esta palabra, en principio, 


1! HEATH, The Works of Archimedes, págs. 320-326, da un resumen de los 
resultados obtenidos por ambos autores. 

2 The works of Archimedes, Dover Publications, Mineola-Nueva York, 
2002 (rp. ed. 1897), págs. 324-326. 

D El peso de la opinión de este gran historiador de la matemática griega es 
innegable y su influencia es perceptible en algún trabajo más reciente, como el 
de P. SCHREIBER («A note on the Cattle Problem of Archimedes», Historia 
Mathematica 20 [1993], 304-306), que sostuvo que el problema es de resolu- 
ción imposible. Para él, la solución dada por los matemáticos modernos es 
errónea, pues contradice una condición mencionada en el texto por no haber 
tenido en cuenta el planteamiento exacto del problema. Parte de sus argumen- 
tos filológicos, basados en cierta interpretación de los vv. 7-8, ha sido refutada 
por C. F. y W. €. WATERHOUSE, «On the Cattle Problem of Archimedes», 
Historia Mathematica 1995 (22) 2 186-187. 

14 En la carta que precede a Espirales, II 2, 24-4, 1. 
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puede interpretarse como «planteó», o bien como «planteó y 
resolvió». Arquímedes emplea ese verbo sólo en otra ocasión 
(Sobre los conoides y esferoides, 246, 8-10), y allí significa, sin 
lugar a dudas, «descubrir la solución», Por eso no debemos des- 
cartar que Arquímedes resolviera el problema, independiente- 
mente de que le remitiera la solución a Eratóstenes o no. Cier- 
tamente, no es el único caso en que Arquímedes entra en el 
terreno fangoso del cálculo numérico: ténganse presentes sus 
aproximaciones de v3 en la Medida del círculo, los cálculos 
que figuran en el Arenario y los libros que envió a Zeuxipo so- 
bre los nombres de los números'*, Aunque éste no es un argu- 
mento conclusivo, si a esto le unimos la sorprendente capacidad 
de relación del personaje y su facilidad para expresar las rela- 
ciones matemáticas en cifras sencillas, no es aventurado pen- 
sar que Arquímedes tenía el problema resuelto y cabe aún espe- 


| rar que de la colaboración entre filólogos y matemáticos surjan 


nuevas aproximaciones a su solución definitiva. 


15 Arquímedes se refiere a ellos en Arenario, 3 (II 216, 17-218, 1). 
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Y ENVIÓ EN DÍSTICOS, EN UNA CARTA 
A ERATÓSTENES DE CIRENE, A LOS QUE 
SE OCUPABAN EN ALEJANDRÍA DE INVESTIGAR 
ESTOS ASUNTOS 


Tras dedicarle tus desvelos, si participas de la sabiduría, 5 
¡haz la cuenta, extranjero, de la cantidad de los bueyes del Sol 

i. que pacían en las llanuras de la siciliana isla Trinacia? repar- 

tidos en cuatro hatos diferentes en pelaje: uno blanco como 

la leche, reluciente otro de color negro; otro, rubio y otro, a 10530 
manchas. 

En cada hato había pesados toros cuyo número guardaba la 
siguiente conmensurabilidad: ten presente, extranjero, que los 
blancos eran iguales a la mitad más la tercera parte de los toros 
negros más todos los rubios; y que los negros iguales a la cuar- 
ta parte más la quinta parte de los de color mezclado, más to- 
' dos los rubios. Mira con atención que los de color variado res- 
tantes eran iguales a la sexta parte más la séptima de los 
- blancuzcos más los rubios todos. 

Para las bovinas hembras éste era el caso: las de blanco 
: pelaje eran exactamente iguales a la tercera parte más la cuar- 
ta parte del rebaño negro entero; y las negras, a Su vez, se igua- 
laban a la cuarta parte más la quinta parte de las de color mez- 


ta 


0 


— 


5 


1 Cf. la Introducción a este tratado, pág. 350-351, 
2 Aunque la isla Trinacia que menciona Homero es imposible de identifi- 
car, el nombre Trinacia pasó, en fechas posteriores, a designar a Sicilia, 
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clado cuando venían todas al pasto juntamente con los toros. 
Las de manchas eran de igual número +tdividido en cuatro 
partest? a la quinta parte más la sexta del rebaño de rubios. Las 
rubias se contaban iguales a la mitad de la tercera parte más la 
séptima parte del rebaño blanco. 

Y tú, extranjero, si llegaras a decir exactamente cuántas 
eran las reses del Sol —por su lado el número de los fuertes 
toros, por su lado las hembras cuantas había en cada grupo se- 
gún su color—, no serías llamado ignorante ni inexperto en 
números. 

Pero tampoco, desde luego, te contarían en el número de 
los sabios. Así que venga, indica todas estas condiciones de los 
bueyes del Sol: pues si los toros de pelaje blanco mezclaban su 
número con los negros, se mantenían continuamente de la mis- 
ma medida en profundidad y anchura”, y por todas partes los 
extensos campos llenaban de la superficie de Trinacia. A su 
vez, si reunidos en un solo grupo los rubios y pintos estaban 
caprichosamente empezando por uno, completaban como figu- 
ra un triángulo“ sin que hubiera que añadir y sin que sobraran 
toros de otros colores. 

Y una vez que hayas descubierto esto y lo hayas reunido en 
pensamientos y hayas dado, extranjero, las medidas todas de la 


* Repetidamente se ha sospechado que el término tetrachéi del original es 
una corrupción, pero las enmiendas propuestas hasta ahora no han sido plena- 
mente convincentes, 

* Los griegos llamaban números cuadrados a aquellos que, si en una 
figura se representa cada unidad por un punto, tenían forma de cuadrado: 
son cuadrados perfectos y la tabla de los mismos puede obtenerse de la 
suma de la serie de los números impares: 1, 4 (= 1 +3), 8 (=1 + 3 + 5), 16 
(434547)... 

* Los números triangulares tenfan como característica que, si se represen- 
taba cada unidad del número mediante un punto, resultaba una figura de trián- 
gulo. La tabla de los números triangulares se obtiene mediante la suma de la 
serie de los números naturales; así, son triangulares 1,3(=1+2),6(=1+2+ 
3),10(=1+2+3+4),15 (=1 +2+3+4+5).. 
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multitud, vete jactándote de ser portador de la victoria y sé 
plenamente tenido por fecundo en esta sabiduría. 


ESCOLIO 


Mediante el poema Arquímedes mostró claramente el pro- 
blema: se ha de saber lo que dice, que ha de haber cuatro reba- 
ños de bueyes: uno de toros y vacas de pelaje blanco, de los 
cuales la cantidad reúne 14 miríadas dobles y 582 simples y 
7.360 unidades?; otro, igualmente de toros y vacas de color 
negro, cuyo número es de 9 miríadas dobles y 8.830 sencillas 
y 800 unidades”; otro, de toros y vacas pintos, cuyo número es 
de 8 miríadas dobles y 6.991 sencillas y 400 unidades’. El nú- 
mero de los de pelaje rubio del rebaño restante reúne 7 miría- 
das dobles y 6.708 sencillas y 8.000 unidades”. De modo que el 
número de los cuatro rebaños reúne 40 miríadas dobles y 3.112 
sencillas y 6.560 unidades. 

Y el rebaño de los toros de pelaje blanco tiene 8 miríadas 
dobles y 2.931 sencillas y 8.560 unidades, y las vacas 5 mi- 
ríadas dobles y 7.650 sencillas y 8.800 unidades”, y el reba- 
ño de los toros de color negro tiene 5 miríadas dobles y 9.684 
sencillas y 1.120 unidades, y las hembras 3 miríadas dobles 


$ Lo que el escoliasta llama «mirfadas dobles» coincide con lo que Arquí- 


` medes llamaba en el Arenario «números primeros», es decir, la miríada de 


miríadas (10%); por tanto, el rebaño blanco consta de 1.400.000.000 + 5. 820.000 
+ 7.360 = 1.405.827.360 cabezas de ganado (es el 80-múltiplo de la solución 
de y que Heath llama el «Problema de Wurm» en The Works of Archimedes, 

. 320-323). 
des 5 eee de reses de color negro es de 900,000.000 + 88.300.000 + 800 
= 988.300.800 (también es el 80-múltiplo de la solución de Wurm), 

$ Las reses pintas son 800.000.000 + 69.910.000 + 400 = 869.910.400. 

2 El rebaño rubio, por último, está formado por 700.000.000 + 67.080.000 
+ 8.000 = 767.088.000 cabezas de ganado. 

10 Respectivamente, 829.318,560 toros blancos y 576.508.800 vacas blancas. 
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y 9.145 sencillas y 9.680 unidades!!; el rebaño de los toros de 
pelaje a manchas tiene 5 miríadas dobles y 8.864 sencillas y 
4.800 unidades, y las hembras 2 miríadas dobles y 8.126 sen- 
cillas y 5.600 unidades”; y el rebaño de los toros de color 
rubio tiene 3 miríadas dobles y 3.195 sencillas y 960 unida- 
des, y las hembras 4 miríadas dobles y 3.513 sencillas y 
7.040 unidades”. 

Y el número de los toros de pelo blanco es igual a la mitad 
más la tercera parte del número de los toros negros más el re- 
baño entero de los de color rubio!**; y el número de los de color 
negro es igual a la cuarta parte más la quinta parte de los toros 
a manchas más el número total de los de color rubio”, y el 
número de los toros a manchas es igual a un sexto más un sép- 
timo de los toros de pelaje blanco más el número total de los 
toros rubios'*, 

Y, de nuevo, el número de las vacas blancas es igual a la 
tercera parte más la cuarta parte del rebaño entero de los ne- 
gros”, mientras que el de las negras es igual a la cuarta parte 
más la quinta parte del rebaño entero de los de manchas!* y el 
de las de manchas es igual a un quinto más un sexto del total de 
los bueyes rubios'?. De nuevo: el número de las vacas rubias 


11 Es decir, 596.841.120 toros negros y 391.459.680 vacas negras. * 

12? Los toros pintos son 588.644.800 y las vacas pintas 281.265.600. 

!3 En el rebaño rubio, 331.950.960 toros y 435.137.040 vacas. 

34 Efectivamente, 829.318.560 = 596.841120/2 + 596.841.120/3 + 
331.950.960 = 298.420.560 + 198.947.040 + 331.950.960, 

13 Efectivamente, 596.841.120 = 588.644.800/4 + 588,644,800/5 + 
331.950.960 = 147.161.200 + 117.728.960 + 331.950.960. 

16 588.644.800 = 829.318.560/6 + 829.318.560/7 + 331.950.960 
138.219.760 + 118.474.080 + 331.950.960. 

1" 576.508.800 = 988.300.800/3 + 988.300.800/4 = 329.433.600 + 
247.075.200. 

18 391,459.680 = 869.910.400/4 + 869.910.400/5 
173.982.080. 

19 281.265.600 = 767.088.000/5 + 767.088.000/6 = 153.417.600 + 
127.848.000. 


217.477.600 + 


i 
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era igual a un sexto más un séptimo del total del rebaño de los 
bueyes blancos”. 

Y el rebaño de los toros de pelaje blanco sumado al de los 
toros negros forma un número cuadrado”! mientras que el reba- 
ño de los toros rubios sumado al rebaño de los de manchas 
forma un número triangular”, como exigen las condiciones 
propuestas para cada color. 


15 


29 435.137.040 = 1.405.827.360/6 + 1.405.827.360/7 = 234.304.560 + 


200.832.480. 
21 829.318.560 + 596.841.120, que no es un número cuadrado. 


2 331.950.960 + 588.644.800 = 920.595.760, que no es un número trian- 


gular. 


FRAGMENTOS 


SOBRE LOS POLIEDROS 


1. Papo, Collectio V 34, pág. 352. Éstas son no sólo las 
cinco figuras recogidas por el divinísimo Platón —es decir, el 
tetraedro, el hexaedro, el octaedro y el dodecaedro y, el quinto, 
el icosaedro—, sino también las trece en número descubiertas 
por Arquímedes, comprendidas por polígonos equiláteros y 
equiángulos, pero no semejantes entre sí. 

El primero es el octaedro comprendido por 4 triángulos y 
4 hexágonos. 

Después de éste, los tres sólidos de catorce caras, de los 
cuales el primero está comprendido por 8 triángulos y 6 cuadra- 
dos; el segundo, por 6 cuadrados y 8 hexágonos, y el tercero, 
por 8 triángulos y 6 octógonos. 

Después de éstos hay dos de veintiséis caras, de los cuales 
el primero está comprendido por 8 triángulos y 18 cuadrados 
y el segundo por 12 cuadrados, 8 hexágonos y 6 octógonos. 

Después de éstos hay tres de treinta y dos caras, de los cua- 
les el primero está comprendido por 20 triángulos y 12 pentá- 
gonos, el segundo por 12 pentágonos y 20 hexágonos y el terce- 
ro por 20 triángulos y 12 decágonos. 

Después de éstos hay uno de treinta y ocho caras, compren- 
dido por 32 triángulos y 6 cuadrados. 

Después de éste hay dos de sesenta y dos caras, de los cuales 
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el primero está comprendido por 20 triángulos y 30 cuadrados 
y 12 pentágonos y el segundo por 30 cuadrados y 20 hexágo- 
nos y 12 decágonos. 

Después de éstos hay un último de noventa y dos caras, el 
cual está comprendido por 80 triángulos y 12 pentágonos. 

Cuántos ángulos sólidos tiene cada una de estas 13 figuras 
poliédricas y cuántas aristas, se estudia del siguiente modo: sen- 
cillamente, en cuantos poliedros los ángulos sólidos están com- 
prendidos por tres planos, una vez contados todos los ángulos 
planos que tienen todas las caras del poliedro, está claro que el 
número de los ángulos sólidos es la tercera parte del número re- 
sultante y en cuantos poliedros el ángulo sólido está comprendi- 
do por cuatro planos, una vez contados todos los ángulos planos 
que tienen las caras del poliedro, la cuarta parte del número re- 
sultante es el número de ángulos sólidos del poliedro. De manera 
semejante, en cuantos poliedros el ángulo sólido está compren- 
dido por 5 ángulos planos, la quinta parte de la cantidad de ángu- 
los planos es el número de la cantidad de los ángulos sólidos. 

La cantidad de aristas que tiene cada uno de los poliedros la 
hallaremos del siguiente modo: una vez contadas todas las aris- 
tas que tienen los planos que contienen al poliedro, está claro 
que su número es igual a la cantidad de ángulos planos, pero 
puesto que cada una de sus aristas es común a dos planos, está 
claro que las aristas del poliedro son la mitad de esa cantidad. 

El primero de los trece poliedros semirregulares!, puesto 
que está comprendido por 4 triángulos y 4 hexágonos, tiene 12 
ángulos sólidos y 18 aristas, pues de los cuatro triángulos los án- 
gulos son 12 y las aristas 12, mientras que de los 4 hexágonos 
los ángulos son 24 y las aristas 24; resultando el número total 
36, es de necesidad que el número de los ángulos sólidos sea la 
tercera parte del número antedicho, puesto que también cada 
uno de sus ángulos sólidos está comprendido por 3 ángulos pla- 


1 Gr. anomoiogenón, literalmente «no homogéneos», respeto el nombre de 
«semirregulares» consagrado en castellano para denominar a estos poliedros. 
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nos, mientras que la cantidad de las aristas es la mitad del nú- 
mero —esto es, de 36—, de modo que son 18 aristas. 

El primero de los de catorce caras está comprendido por 8 
triángulos y 6 cuadrados, de modo que tiene 12 ángulos sólidos, 
pues cada uno de sus ángulos está comprendido por cuatro án- 
gulos planos, y tiene 24 aristas; el segundo de los de catorce ca- 
ras, puesto que está comprendido por 6 cuadrados y 8 hexágo- 
nos, tendrá 24 ángulos sólidos, pues cada uno de sus ángulos 
está comprendido por 3 ángulos planos, y arista tiene 36; (el ter- 
cero de los de catorce caras, puesto que está comprendido por 8 
triángulos y 6 octógonos, tendrá 24 ángulos sólidos y 36 
aristas). : 

El primero de los de veintiséis caras, puesto que está com- 
prendido por 8 triángulos y 18 cuadrados, tendrá 24 ángulos 
sólidos y 48 arista; el segundo de los de veintiséis caras, puesto 
que está comprendido por 12 cuadrados y 8 hexágonos y 6 oc- 
tógonos, tendrá 48 ángulos sólidos y 72 aristas. 

El primero de los de treinta y dos caras, puesto que está 
comprendido por 20 triángulos y 12 pentágonos, tendrá 30 án- 
gulos sólidos y 60 aristas; el segundo de los de treinta y dos 
caras, puesto que está comprendido por 12 pentágonos y 20 
hexágonos, tendrá 60 ángulos sólidos y 90 aristas; el tercero 
de los de treinta y dos caras, puesto que está comprendido por 
20 triángulos y 12 decágonos, tendrá 60 ángulos sólidos y 90 

aristas. 

El de treinta y ocho caras, puesto que está comprendido por 
32 triángulos y seis cuadrados, tendrá 24 ángulos sólidos y 60 
aristas. 

El primero de los de sesenta y dos caras, puesto que está 
comprendido por 20 triángulos y 30 cuadrados y 12 pentágo- 
nos, tendrá 60 ángulos sólidos y 120 aristas; el otro de los de 


2 Entre corchetes traducimos la conjetura recogida por Heiberg en su apa- 
rato crítico y debida a Hultsch y Eisenmann, que se basaron en el pasaje corres- 
pondiente del frg. 2. 
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sesenta y dos caras, puesto due está comprendido por 30 cua- 
drados y 20 hexágonos y 12 decágonos, tendrá 120 ángulos só- 
lidos y 180 aristas. 


Y el de noventa y dos caras, puesto que está comprendido 


por 80 triángulos y 12 pentágonos, tendrá 60 ángulos sólidos y 
150 aristas’. 


2. Scholia Vaticana in Pappum MI, pág. 1.171. a” El oc- 
taedro tiene 4 triángulos y 4 hexágonos, 18 aristas y 12 ángu- 
los sólidos, y cada ángulo sólido está comprendido por tres 
ángulos planos, de los cuales dos son del hexágono y uno del 
triángulo, de modo que faltan para los cuatro rectos dos ter- 
ceras partes de un ángulo recto. Éste se genera a partir de la 
primera pirámide* cortando sus aristas en 3 partes iguales y 
trazando por los puntos de corte planos que dejen fuera los 
ángulos. 

B8” El de catorce caras? está comprendido por 8 triángulos y 
por 6 cuadrados, tiene 24 aristas y 12 ángulos sólidos y cada 
ángulo sólido está comprendido por 4 ángulos planos, de los 
cuales 2 son de cuadrados y dos de triángulos, de modo que 
para los cuatro rectos faltan dos terceras partes de un ángulo 
recto. Éste se genera a partir del cubo, partiendo por la mitad 
sus aristas y trazando por los puntos de corte planos que dejen 
fuera los ocho ángulos. 

y` El de catorce caras‘ está comprendido por 6 cuadrados y 
por 8 hexágonos, tiene 36 aristas y 24 ángulos sólidos y cada 
ángulo sólido está comprendido por tres ángulos planos, de los 
cuales dos son de hexágonos y uno de cuadrado. Éste se genera 
a partir del octaedro, partiendo en tres partes iguales cada una 


3 Para Heiberg todos estos detalles han de ser atribuidos al trabajo de Ar- 
químedes, no al de Papo. 

4 Es decir, «a partir del tetraedro». 

$ Entiéndase «el primero de los de catorce caras». 

$ «El segundo», se entiende. 
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de sus aristas y trazando por los puntos de corte planos y que- 
dando fuera los 6 ángulos. 

5' El tercero”, puesto que está comprendido por 8 trián gulos 
y 6 octógonos, tendrá 24 ángulos sólidos. Cada uno está com- 
prendido por tres ángulos planos, de los cuales dos son de octó- 
gonos y uno de triángulo; y tiene 36 aristas. Éste resulta del 
cubo, cortando cada una de sus aristas de manera que resulten 
tres segmentos de los cuales el de en medio es el doble de cada 
uno de los de los extremos en potencia". 

e' El de veintiuna caras? resulta del de catorce caras com- 
prendido por 8 triángulos y 6 cuadrados, cortando cada una 
de sus aristas por la mitad y trazando planos por los puntos de 


corte y... 


3. Herón, Definitiones 104, pág. 66, 1. Arquímedes afirma 
que ha descubierto que en total son trece las figuras que pue- 


541 


den inscribirse en la esfera, añadiendo ocho a las cinco men- , 


cionadas”. 

Id. pág. 66, 4: de los cuales también Platón conocía el de 
catorce caras y que era de dos clases, el uno compuesto de ocho 
triángulos y seis cuadrados, de tierra y aire, como ya sabían al- 
gunos de los antiguos, y el otro de ocho cuadrados y 6 triángu- 
los, lo que parece bastante difícil. 


7 «De los de catorce caras», se entiende. 

8 Comparar segmentos en potencia equivale a comparar los cuadrados 
construidos sobre ellos, es decir, que la arista ha de partirse en los segmentos a, 
b, c (siendo b el de en medio) de modo que b* = 2a? = 2e. 

° Se refiere al primero de los de veintiuna caras. 

io Error evidente de Herón el atribuir a Arquímedes el descubrimiento de 
otros ocho poliedros que pueden inscribirse en la esfera; las explicaciones 
de Papo no dejan lugar a dudas. 
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542 SOBRE LA MEDIDA DEL CÍRCULO 


4. Diófanes 20a!!, Arguímedes demostró que 30 triángulos 
equiláteros son iguales a 13 cuadrados". 


5. Herón, Metrica 1 37, pág. 86, 22. Arquímedes dejó de- 
mostrado en la Medida del círculo que todo sector es la mitad 
del (área) comprendida por el arco del sector y el radio del cír- 
culo en el que está el sector”, 


SOBRE PLINTIDIOS Y CILINDROS 


6. Herón, Metrica 126, pág. 66, 13. El propio Arquímedes 
demuestra en Sobre plintidios!* y cilindros que el perímetro de 
todo círculo guarda con el diámetro una razón mayor que la que 


guarda 211.855 con 67.441, pero menor que la 
197.878 con 62.321 5, q que guarda 


E En Diophantus, ed, Tannery H, pág. 22 16. 
©? Heiberg lo relaciona con los cálculos para 1 imaci 
a apro: 

ria p proximación a V3 en la 

13 Encontramos aquí la base documental en la que se asienta la hipótesis 
—+expresada en primer lugar por Tannery— de que la forma en que conocemos 
el tratado sobre la Medida del círculo es una forma abreviada de la que debió 
de tener el original de Arquímedes. 

l “En su clasificación de los números, Nicómaco de Gerasa llama plintidios 
(plinthides, plinthídia, literalmente «Jadrillos») a los números que resultan de 
multiplicar un número cuadrado por otro menor (ej, 4x4 x 2) 

s. |, e . i 
Heiberg entiende que se ha producido una corrupción en la transmisión 
de los numerales, pues tal y como están ambos dan un valor superior al de 7; 
propone, con argumentos aceptables paleográficamente, corregir la segunda de 
las cantidades en 67.444 y la tercera en 195.878. Tannery, también con argu- 


mentos razonables, había propuesto corregir la primera de las cifras en 211,882 
y la tercera en 195.872. 
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(SOBRE LAS SUPERFICIES Y LOS CUERPOS IRREGULARES)’ 


7. Herón, Metrica 139, pág. 90, 5. Es menester, según creo, 
hablar en relación con las superficies irregulares, pues es pre- 
ciso medirlas. Si la superficie es plana y la línea que la com- 
prende es irregular, será preciso tomar algunos puntos conti- 
guos a la propia línea de modo que las líneas rectas que los 
unan uno tras otro no se aparten mucho de la forma de la línea 
que los comprende y así medirlo como un polígono, dividién- 
dolo en triángulos. Pero si la superficie no es plana, sino como 
una estatua de forma humana u otra cosa semejante, es preciso 
tomar papiro lo más fino posible o un lienzo y extenderlo alre- 
dedor por partes sobre su superficie hasta que quede envuelto 
y luego, desplegando el papiro o el lienzo sobre un plano, me- 
dirlo como (superficie) comprendida por una línea irregular 
como se ha dicho antes, y mostrar lo que ocupa la superficie. Y si 
hay otras superficies o formas de superficies, se medirán según 
lo antedicho. 


Herón, Metrica II 1, pág. 92, 3. Tras la medición de las su- 
perficies rectilíneas y no rectilíneas, en lo que sigue hemos de ir a 
los cuerpos sólidos, cuyas superficies medimos en el libro ante- 
rior a éste, tanto las planas como las esféricas como las cónicas 
y cilíndricas, y además de éstas, las irregulares, cuya invención, 
dado que es sorprendente, algunos la atribuyen a Arquímedes, 
refiriéndolo de acuerdo con la tradición. Pero venga de Arquí- 
medes o de algún otro, es necesario describir también éstas, 


8. Herón, Metrica II 20, pág. 138, 6. Una vez medidos los 
cuerpos sólidos regulares, suponemos que es razonable tratar de 
pasada la medición de los irregulares, como los que tienen forma 
de raíz o de piedra, pues algunos cuentan que Arquímedes ideó 


16 El título no procede de los testimonios en griego, sino que ha sido intro- 
ducido por Heiberg. 
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un método para tales asuntos. Pues si lo que se ha de medir es 
fácil de transportar, será necesario, tras construir una cisterna de 
ángulos rectos por todas partes capaz de contener lo que quere- 
mos medir, llenarla de agua e introducir dentro el cuerpo irregu- 
lar. Está claro que el agua se verterá en una cantidad igual de 
grande que el volumen del cuerpo introducido en el agua, y que una 
vez sacado de nuevo el cuerpo fuera de la cisterna será lo que 
falte. Entonces, si medimos el espacio que se ha vaciado, mos- 
traremos que el volumen del cuerpo introducido era de ese tama- 
ño. Pero también es posible medirlo de otro modo: si al cuerpo 
irregular se le aplica cera o barro de modo que quede cubierto y 
en ángulo recto por todas partes y, tras medir eso retiramos el 
barro y formando un cuerpo en ángulos rectos lo medimos y lo 
restamos del medido previamente, mostraremos que lo que queda 
es el volumen del cuerpo. El método de aplicar algo alrededor ha 
de usarse con los cuerpos que no pueden ser transportados””. 


APÉNDICE A SOBRE LA ESFERA Y EL CILINDRO, LIBRO II 


9. Sobre la esfera y el cilindro II 4, pág. 192, 5. De cada una 
de estas cuestiones se darán al final el análisis y la síntesis’, 


A ZEUXIPO 


10. Arenario 13, pág. 216, 17... de los números a los que he 
dado nombre y que he dado a conocer en los libros que dediqué 
a Zeuxipo... 


1 Los términos en que se expresa Herón evidencian que los métodos ex- 
puestos se le atribuían a Arquímedes sólo por tradición histórica, 

* Estas demostraciones ya en el siglo 11 a. C. no figuraban en su lugar en las 
ediciones vulgares; Eutocio las halló y las incluyó con sus propias palabras en 
su Comentario, Cf. vol, I, Introducción, pág. 81 y 391-404, 
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Arenario III 2-4, pág. 216, 17. Pero supongo que también es 
útil que hable sobre la denominación de los números —entre 
otras cosas, para que no se pierdan los que no han tenido acceso 
al libro que dediqué a Zeuxipo por no haberse dicho de antema- 
no en este libro nada sobre esa cuestión. 


MECÁNICA 


11. Herón, Mechanica 1 24, pág. 62, 22. Nadie negará que 
sólo en los sólidos se habla de peso e inclinación. En las figuras 
geométricas sólidas y planas, cuando decimos que un punto es 
el centro de inclinación y gravedad, eso lo aclaró Arquímedes 
suficientemente. Por esa causa se debe también saber lo que 
ahora vamos a exponer. Posidonio, un estoico, definió con pre- 
cisión el centro de gravedad e inclinación y dijo: el centro de 
gravedad o inclinación es un punto tal que, cuando el peso es 
colgado de ese punto, queda dividido en dos partes iguales. Por 
eso Arquímedes y sus adeptos en Mecánica especificaron y 
precisaron una diferencia entre el punto de suspensión y el cen- 
tro de gravedad. En lo que concierne al punto de suspensión, 
éste es un punto en el sólido o no sólido que cuando se suspen- 
de de él el objeto que se ha de suspender, sus partes se encuen- 
tran en equilibrio —con eso quiero decir que no oscila y no se 
inclina—. Porque el equilibrio se produce cuando un objeto es 
igual a otros en peso, como es el caso en las balanzas, cuando 
están suspendidas paralelas al plano del horizonte o a uno de 
los planos paralelos al mismo. Así, Arquímedes dice: Los pe- 
sos se equilibran respecto a una línea o a un punto. El peso se 
equilibrará respecto a una línea cuando el peso esté sobre dos 
puntos de una línea de modo que la línea no se incline y el 
plano trazado por esa línea perpendicular al horizonte perma- 
nezca perpendicular, como quiera que la línea sea desplazada. 
Cuando decimos «el peso se inclina», nos referimos sólo a su 
desplazamiento hacia abajo, es decir, a su movimiento hacia la 
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Tierra. En lo que concierne al equilibrio en un punto, se produ- 
ce cuando el peso es colgado de él y las partes del cuerpo, en 
cada movimiento que hace, permanecen en armonía mutua. Un 
peso mantiene el equilibrio con otro cuando ambos están sus- 
pendidos de dos puntos de una línea, dividida en dos mitades y 
en el punto de corte de esa línea, y esa línea está paralela al 
horizonte, puesto que las magnitudes de los pesos guardan una 
con otra la razón inversa de las magnitudes de sus distancias a 
sus respectivos puntos de suspensión. Que de esta manera los 
pesos suspendidos guardan el equilibrio uno con otro en la in- 
clinación lo demostró Arquímedes en sus escritos Sobre el 
equilibrio de las figuras, en los que entran en aplicación las 
palancas. 


Cf. Papo VIII 5 (pág. 1.030, 11). Y decimos que el centro de 
gravedad de cada cuerpo es un punto situado dentro de él, col- 
gado del cual idealmente el peso suspendido deja de moverse y 
conserva la posición del principio sin volcarse en su suspen- 
sión. Este punto se halla no sólo en los cuerpos regulares, sino 
también en los de formas irregulares, y el modo de hallarlo es el 
siguiente...!? 

Id. VIII 8, pág. 1.034, 1. Lo que mejor resume la materia 
relativa alos centros de gravedad sería esto, pero aprenderías lo 
elemental, que está explicado por este medio, si encontraras los 
libros de Arquímedes Sobre los equilibrios, 


Simplicio, In Aristotelis de caelo, pág. 543, 24. Lo relativo 
a los centros de gravedad, sobre lo cual Arquímedes y otros 
muchos han escrito mucho y muy ameno, tiene por objetivo 
cómo hallar el centro de gravedad de un objeto dado, es decir, 
un punto en el cuerpo que si se ata de él una cuerdecita el cuer- 
po estará en el aire sin inclinarse. 


19 Tras ese inciso, continúa la explicación en el pasaje siguiente. 
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12. Arquímedes, Cuadratura de la parábola 6, pág. 274, 12. 
Pues todo objeto colgado permanece en el punto en que está 
colgado de modo que el punto de suspensión y el centro de 
gravedad del objeto colgado estén en perpendicular —-pues esto 
también se ha demostrado. 


13. Arquímedes, Sobre los cuerpos flotantes TI 2, pág. 350, 
13. Pues se ha demostrado en los Equilibrios que el centro de 
gravedad de todo segmento de paraboloide se encuentra en su 
eje, dividido de tal manera que el segmento del eje que está 
hacia el vértice sea el doble que el segmento restante. 


14. Papo VIII 24, pág. 1.068, 19. Que los círculos mayores 
prevalecen sobre los círculos menores cuando su movimiento 
de rotación se produce en torno al mismo centro estaba demos- 
trado en el Sobre las balanzas de Arquímedes y las Mecánicas 
de Filón y Herón. 


15. Papo VIII 19, pág. 1.060, 2. Mover un peso dado con la 
fuerza dada pertenece a la misma rama de estudios; se dice que 
esto fue un descubrimiento mecánico de Arquímedes, en rela- 
ción con el cual se cuenta que dijo: «Dadme un punto de apoyo 
y moveré el mundo». 


16. Herón, Mechanica 1 25, pág. 70, 4. Es muy necesario 
ofrecer algunas aclaraciones sobre el peso, el transporte y el 
traslado con respecto a la cantidad, como corresponde a una 
introducción. Pues Arquímedes ya introdujo un método seguro 
sobre este aspecto en el libro suyo que lleva el título Sobre los 
apoyos. De ello pasaremos por alto lo que necesitamos para 
otras cosas y utilizaremos lo que se refiere a la cantidad, como 
corresponde a quienes estudian la cuestión. El punto de vista 
general es el siguiente: averiguaremos cuánto peso recae sobre 
cada columna cuando uno tiene muchas columnas a discreción 
y quiere poner sobre ellas riostras o un muro y precisamente en 
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el mismo o distinto lugar de las de los extremos, de modo gue se 
eleve por encima de una de ellas o por encima de las dos por igual 
y cuando la distancia entre las columnas es igual o distinta, 


CATÓPTRICA 


17. Teón, Comentario al Almagesto de Ptolomeo 1, pág. 10, 
ed. Basil. Y los rayos que desde ella” recaen sobre el aire, al 
sufrir la refracción y formar un ángulo mayor que el que tiene 
su vértice en el ojo, como lo afirma también Arquímedes de- 
mostrándolo en los libros sobre Catóptrica, que también las 
cosas sumergidas en el agua parecen más grandes, y que cuanto 
más abajo van, más grandes (parecen)... 

... y refráctense como (los ángulos) EOA, EKB, como in- 
dica Arquímedes en los libros sobre Catóptrica; como decía- 
mos. 


18. Olimpiodoro, Comentario a los Meteorológicos de 
Aristóteles, pág. 211, 18, ed. Busse. Y especialmente Arquíme- 
des demuestra eso mismo, que el rayo visual se refracta, me- 
diante el anillo sumergido en una vasija. 

Pseudo-Euclides, Catóptrica, postulado 6. Si se deposita 
algo en un vaso y se toma una distancia tal que ya no se vea, 
estando a la misma distancia, si se vierte agua se verá el objeto 
depositado. 


19, Escolio a Pseudo-Euclides, Catóptrica, pág. 348, 17. 
Arquímedes dice así: El ángulo Z es igual al E o menor o ma- 
yor. Sea primero mayor Z que E; entonces el E es menor. Su- 
póngase de nuevo que A es el ojo y desde el ojo de nuevo reflé- 


29 «Ella» se refiere a «la vista»; Teón, como Ptolomeo, sigue la más difun- 
dida de las teorías antiguas sobre la visión, la que sostiene que ésta se produce 
cuando los rayos que parten del ojo van a dar en los objetos vistos. 


FRAGMENTOS 373 


jese (el rayo visual) hacia el objeto visto B. Entonces el ángulo 
E será mayor que el 7. Y era menor. Lo cual es imposible”, 


20. Apuleyo, Apología 16. A los cuales” les es necesario 
otro razonamiento aparte del que acabo de mencionar: por qué 
al mirar en los espejos planos se ven las cosas casi igual y como 
retratos; en los hinchados y esféricos todo más pequeño y, al 
contrario, en los cóncavos, más grande; cuándo y por qué lo de 
la izquierda se intercambia con lo de la derecha; cuándo en el 
mismo espejo una imagen se esconde al fondo, cuándo se mues- 
tra fuera; por qué los espejos cóncavos, si se mantienen frente al 
sol, encienden la yesca que se pone cerca; qué produce que 
cuando el arco iris se muestra variadamente entre las nubes se 
vean dos soles de aspecto parejo y, aparte, otros muchos fenó- 
menos del mismo jaez, cosas que trata Arquímedes de Siracusa 
en un volumen ingente. 


21. Pseudo-Psello, Synops. mathem., pág. 73, ed. Xylandri. 
Es posible también, sobre todo a falta de dioptra, usar un méto- 
do, como efectivamente lo hizo Arquímedes, que, cuando unos 
le preguntaron cuál sería la magnitud de la pirámide que estaba 
a la vista, clavando rápidamente en el suelo el bastón derecho 
junto a la sombra de la pirámide que producía el sol, razonó que 
las sombras tenían en un extremo, de modo semejante, el bas- 
tón y la pirámide, y construyó a continuación dos triángulos 
equiángulos: la razón que guarda con el propio bastón la som- 
bra producida en el suelo por el bastón es la misma que guarda 
con la propia pirámide la sombra producida en el suelo por la 
pirámide; y a renglón seguido, mediante la medición de la som- 
bra de la pirámide indicó la altura de la pirámide a los que le 
preguntaban. 


3! Porel mismo razonamiento vemos que tampoco Z es mayor que E; luego 
hi 


es igual. 
22 Se refiere a los filósofos. 
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SOBRE CONSTRUCCIÓN DE ESFERAS 


22. Carpo según Papo VIII 3 (pág. 1.026, 9). Carpo de Antio- 
quía afirma en un pasaje que Arquímedes de Siracusa compuso 
un solo libro de materia mecánica”, el de Sobre la construcción 
de esferas, pero no consideró oportuno componer tratados so- 
bre nada de lo demás. 


Cf. Proclo, ln Euclid. (pág. 41, 16). La construcción de es- 
feras a imitación de los giros celestes, tal y como Arquímedes 
se ocupó de ella. 


Cf. Hipólito, Refutat. omn. haeres. (ed. Duncker, pág. 66, 
52). Y la distancia desde la superficie de la Tierra hasta el círcu- 
lo de la Luna Aristarco de Samos escribe que son....?*, mientras 
que Arquímedes que son 554 miríadas de estadios y 4.130 uni- 
dades” y desde el círculo lunar hasta el círculo del Sol 5.026 
miríadas de estadios y 2.065 unidades; desde éste hasta el círcu- 
lo de Venus 2.027 miríadas de estadios y 2.065 unidades, y des- 
de éste hasta el círculo de Mercurio 5.081 miríadas y 7.165 
unidades y desde éste hasta el círculo Empíreo 4.054 estadios y 
1.108 unidades, y desde éste hasta el círculo de Júpiter 2.027 
miríadas de estadios y 5.065 unidades, y desde éste hasta el 
círculo de Saturno 4.037 miríadas de estadios y 2.065 unidades, 
y desde éste hasta el círculo del Zodíaco y la última órbita 2.008 
miríadas de estadios y 40.005 unidades, Arquímedes expone 
las distancias mutuas entre los círculos y las profundidades de las 


2 Cf. Papo, VIII 2 (pág. 1.026, 2): «Llaman mecánicos también a los que 
saben construir esferas mediante las cuales se representa una imagen del cielo 
mediante un movimiento de agua uniforme y en circuito cerrado». 

* Heiberg omite el pasaje relativo a Aristarco. 

25 Para la longitud del estadio, cf Arenario 220, 10 yn.7, 

% La lectura ue (40.005) es dudosa, según el propio Heiberg; Duncker 
propuso la conjetura Be (2.005). 
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esferas, y el perímetro del Zodíaco ocupa 4 números segundos” 
de estadios y 4.731 miríadas; de modo que ocurre que la recta 
que va del centro de la Tierra hasta la superficie de la última” 
será un sexto del número dicho” y el que va de la superficie de 
la Tierra sobre la que caminamos hasta el Zodíaco, un sexto del 
recién mencionado, restando del número cuatro miríadas de es- 
tadios que van desde el centro de la Tierra hasta su superficie. 
Desde el círculo de Saturno hasta la Tierra afirma que la distan- 
cia en estadios es de dos unidades de números segundos y 2.269 
miríadas y 2.711 unidades, y del círculo de Júpiter hasta la Tie- 
rra en estadios dos unidades de números segundos y 277 miría- 
das y 646 unidades, y desde el empíreo hasta la Tierra una uni- 
dad de números segundos y 3.241 miríadas y 8.581 unidades y 
desde el Sol hasta la Tierra una unidad de números segundos y 
2.160 miríadas y 4.454 unidades, y desde el Resplandeciente?* 
hasta la Tierra 5,268 miríadas y 8.259 unidades, y desde Venus has- 
ta la Tierra 5.081 miríadas y 5.170... Así da Arquímedes las 
distancias y profundidades de las esferas... y los números ex- 
puestos por Arquímedes y las razones expresadas por los demás 
respecto a las distancias, si no están en razones acordes?! —es 
decir, en las (razones) dobles y triples indicadas por Platón— 
sino halladas fuera de esos acordes, no se podría mantener que 
el conjunto está construido en armonía... porque es fácil darse 
cuenta de que los restantes números indicados por Arquíme- 
des” sobre las distancias entre los planetas no están en razones 
acordes, reflexionando qué relación mutua guardan y en qué 
razones están”. 


2? Para los números segundos, cf. Arenario 236, 28 y n. 21. 

2 «De la última esfera», se entiende. 

2 Tomando q = 3, 

30 ] e, «Mercurio». 

3! Es decir, «en razones de las que se pueda derivar una armonía musical». 

2 A excepción del de la Luna. 

33 Heiberg trae a colación el pasaje de Macrobio, Comentario al «Sueño de 
Escipión» de Cicerón, 113: «Arquímedes creyó, en efecto, haber descubierto el 
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SOBRE LA DURACIÓN DEL ANO 


Hiparco en Ptolomeo, Almagesto III 1 (pág. 124, 93). A par- 
tir de estas observaciones está claro que las diferencias entre los 
años son en cualquier caso pequeñas, pero sobre los solsticios 
espero que tanto nosotros como Arquímedes no hayamos erra- 
do en la observación y en el cálculo en la cuarta parte de un día. 


Cf. Amiano Marcelino XXVI 1, 8. Que la duración del giro 
del año es ésa lo afirman los antiguos expertos en el movimien- 
to del mundo y de las estrellas, entre los cuales destacan Metón 
y Euctemón e Hiparco y Arquímedes, cuando el Sol, por la ley 
eterna de las cosas sublimes, recorrido el cielo de los signos*, 
al que la lengua griega llama Zodíaco, en trescientos sesenta y 
cinco días medidos con sus noches vuelve al mismo punto sols- 
ticial. 


número de estadios que dista la Luna de la superficie de la tierra y Mercurio de 
la Luna, Venus de Mercurio, el Sol de Venus, Marte del Sol, Júpiter de Mante, 
Saturno de Júpiter; pero desde la órbita de Saturno hasta el propio cielo en que 
se desplazan las estrellas consideró que había medido todo el espacio mediante 
sus cálculos. Sin embargo, la mensuración de Arquímedes fue rechazada por 
los platónicos por no respetar los intervalos dobles y triples». 

34 Es decir, «el círculo de las estrellas fijas». 
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